कक्षा &7-४7] के लिए 
गणित 


की पाठ्यपुस्तक 
पुस्तक ५ 


एस० सी० दास बी० देवफीनन्दन 
जी० डी० ढल एस ० के ० सिह गोतस 
के ० सी ० सदान क्‍ रास अवतार 
सम्पादक 
एस० सी० दास 


विद्यया 5 मृत मफ्नुते द 






एनसी हैँ आर ली. 
(५९ हर 7 


.. राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ 
चचछांइंण्ानों (।0एए0गटो!। जी एरदेचल्थापणफनों फ९७९२३४०ण०ंर छणवें पं+छो्ांग2 


प्रथम संस्करण 
जनवरी 498[ 

पौष 4902 
पुनम्ु द्रण 

जून. 983 

ज्येष्ठ 905 

9. 7), 47-१९. ?. 


(8) राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, 98] 


मुल्य : ₹० 6.35 


प्रकाशन: विभाग से सी० रामचरद्रन, सचिव, राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और 
प्रशिक्षण परिषद्‌, श्री अर्रवद मागें, नई दिल्‍ली ]006 द्वारा प्रकाशित तथा 
सरस्वती प्रिंटिंग प्रेस, मौजपुर, दिल्‍ली 0053 द्वारा मुद्रित । 
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यह पुस्तक “कक्षा हा के लिए गणित की पाठ्यपुस्तक/ की शृंखला की पाँचवीं पुस्तक 
है। पुस्तक [४ को पहले उस समय के पाठयक्रा के अनुसार अंतिम पुस्तक साज्ञा गया थो। वर 
पाठ्यक्रम में कुछ परिवर्ततों के कारण इस पुस्तक का लिखता आवश्यक हो गया । यह आशा की जाती 
है कि इस शृंखला की पुस्तकों [ मे [५ तक के साथ यहू पुस्तक पाठ्यक्रम में दिए सभी मुख्य विषयों को 
पम्मितित कर लेगी तथा अध्यापकों एवं विद्यार्थियों के लिए उपयोगी पिद्ध होगी । 


पुस्तक का प्रथम प्राहप अत्प समय में राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिद्‌ (एन० 
म्ी० ई० आर० टी०) में विज्ञान एवं गणित शिक्षा विभाग के गणित एकक द्वारा तैयार किया गया । 
हम प्राएप का संशोधन डा० एस० सी० दास द्वारा किया गया जिन्होंने इस पुस्तक के अधिकांश भाग 
के विकास में भी महत्वपूर्ण योगदान किया । संशोधित सामग्री का एक कार्यशात्षा में अनुभवी अध्यापकों 
द्वारा समीक्षाक्षक विवेषत क्रिया गया । अंतिम-लेखन तथा विषय-संपादन ढ० एस० सी० दाप्त द्वारा 
किया गया । पुस्तक का हिंदी संस्करण डा० एस० के० सिह गौतम तथा भरी महेंद्र शंकर की देखरेश्न में 
तयार किया गया । 


मै का्यदल के सभी सदस्यों के प्रति छतझ्ञता प्रकट करता हूँ, विशेष झूप से डा० एस० सी० 
दास के प्रति, जिन्होंने इतने कम समय में स्वयं विशाग में ही पुस्तक के पंपादन तथा इसे वर्तमान रूप 
में तैयार करने का उत्तरदाधित्व लिया । 

इस पुस्तक में सुधार हेतु राष्ट्रीय परिषद्‌ इसके उपयोगकर्ताओं की प्रतिक्रित्ाओं तथा धुन्नावों 
का स्वागत करेगी | 


शिवकुमार मित्र 


निदेशक 
नई दिएली राष्ट्रीय शैक्षिक अवुर्तधात और 
ज्‌त, (980 द प्रशिक्षण परिषद्‌ 


कि ४ 


भेस्तावना 


प्रस्तुत पुस्तक में पाँच मुख्य विषयों ; प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलन, अवकल समीकरण, 
त्रिविमीय ज्यामिति, कुछ असंतत तथा संतत प्रायिकता बंदल तथा सहसंबंध के बारे में अध्ययन किया 
गया है। पृष्ठों की संझ्या की सीसा को ध्यान में रखते हुए इन विषयों के बहुत सिद्धांतों का पूर्ण रूप 
भें उल्लेख करता संभव नहीं था। फिर भी संकल्पनाओं के विकास में रिक्‍्तता को दूर करने तथा 
मततता बनाए रखने का भरसक प्रय॑त्त किया गया है । 


प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों के एककों में एक-मानीयता तथा मुख्यमान शाखाओं की चर्चा 
की गई है। चूंकि फलतों की प्तीमाओं एवं सततता, और उनके अवकलों तथा समाकलों के मुलभूत 
सिद्धांतों के बारे में पहले की पुस्तकों में बताया जा चुका है, इसलिए यहाँ पर केवल महत्वपूर्ण 
परिणामों का ही उल्लेख किया गया है। अभ्यास तथा अंतर्ज्ञात प्रदान करने के लिए विभिन्‍्त प्रकार 
के सरल तथा कठिन प्रदन सम्मिलित किए गए हैं। सरलता के लिए सभी प्रतिलोम त्िकोणमितीय 
फलनों के आलेख खींचने के सिद्धांत को छोड़ दिया गया है। अवकल समीकरण परिभाषित करने से 
पहले '"अवकल” क्री संकह्पत्ता के विकास को आवश्यक समझा गया जिससे विद्यार्थी पिछली कक्षाओं 
में परिचित नहीं थे । इस संकरपता का उपयोग फलतनों के समाकलों को प्रतिस्थापत्त द्वारा ज्ञात करने में 
भी किया गया है। अवकल समीकरणों तथा उत्तके हलों की ज्याभितीय व्याख्या के बारे में बिस्तार- 
पूर्वक चर्चा करता इस पुस्तक की सीमा के बाहर माना गया है।. तिविभीय ज्यामिति में यह मान 
लिया गया है कि विद्यार्थी तलों तथा ठोस ज्यामिति के मूलभूत अभिग्रहीतों तथा प्रमेयों से पर्व परिचित 
हैं। फिर भी यहू अच्छा होगा कि अध्यापक इस मूलभूत संकल्पनाओं का पुत्तरावलोकत करा दें। 
विद्याथियों की सहायता के लिए पर्याप्त संख्या में हुल उदाहरण तथा प्रश्नावलियों में प्रश्त दिए गए हैं । 
द्विपद प्रायिकता बटन से प्वासों सम्तिकटन को निकालते समय ७" के प्रसार का उपयोग किया गया है । 
परत्तु इस फलत को इसके प्रयोग करने से पहले परिभाषित कर दिया गया है। यह आशा नहीं की 
जा सकती कि विद्यार्थी “अनंत समाकल'' की संकल्पना के बारे में जानते हों और इसीलिए प्रसामाम्य 
बंदन के विकास में इसका प्रयोग करने से पहले इसके बारे में एक संक्षिप्त टिप्पणी दे दी गई है | 
संस्यात्मक परिकलनों में अनावश्यक जठिलता को दूर रखने के लिए, सांख्यिकी में .वर्गीकृत आँकड़ों का 
सहसंबंध गुणांक ज्ञात करता छोड़ दिया गया है। 


पुस्तक की प्रमुख विशेषताओं को नीचे दिया जा रहा है 


() विवेचन की सततता को बनाए रखते हुए, पुस्तक के आकार को छोटे से छोटा रखा गया है । 
“मुख्य संकल्पताओं ', "ऐतिहासिक टिप्पणियों” आदि को अलग से देता छोड़ दिया गया है। 
आधारभूत परिभाषाओं तथा वल्पताओं का अलग से स्पष्ट रूप से उल्लेख किया गया है तथा 
परिशुद्धता बनाए रखने का प्रत्येक प्रयत्त किया गया है । 


( 9 ) 

(2) प्रत्येक विषय में सिद्धांत तथा प्रश्तों पर पूर्णतया, जितना संभव हो सका है, बल दिया गया है । 

(3) पाण्डित्य-प्रदर्शन को दूर रखा गया है, परन्तु यथा्थता के मूल्य पर नहीं । 

(4) केवल आवश्यक आक्षृतियों एवं चित्रों को ही दिया गया है। 

(5) क्योंकि पुस्तक 7५ में समाकलत के सिद्धांत का वर्णन किया जा चुका है, इसलिए विद्यार्थी के 
सोचते की क्षमता बढ़ाने तथा यह पुनः स्मरण कराने के लिए कि वह पहले क्‍या सीख चुका है, 
प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों तथा अवकल समीकरणों के एककों में समाकलन से संबद्ध प्रश्नों 
के हल ज्ञात करते समय कुछ अनावश्यक चरणों को जानबूझ कर छोड़ दिया गया है । 

(6) विद्यार्थी को भविष्य में अपनी प्रतियोगात्मक परीक्षाओं की तैयारी में समर्थ होने के लिए प्रत्येक 
प्रदूावली में विभिन्‍्त प्रकार के, सरल से प्रारम्भ करके कठितता की ओर बढ़ते हुए, प्रश्नों को 
दिया गया है। एक ही प्रकार के अधिक प्रश्नों को देने का प्रयत्न नहीं किया गया है । 

(7) पुस्तक के अंत में उत्साहपूर्ण विद्यार्थियों के आगे पढ़ने के लिए सरल तथा शायद सरलता से मिल 
सकते वाली पुस्तकों की एक सूची दी गई है । 


अंत में, मैं वि० एवं ग० शि० वि० के गणित एकक के विभिन्‍न सदस्यों दृए्ता इस पुस्तक के 
विभिन्‍त्र एककों को तैयार करने के लिए दिए गए विभिन्‍त प्रकार के योगदान को बताना चाहूँगा : 


(7) प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलन--डा० एस० सी० दास 

(॥) अवकल समीकरण---डा० एस» सी० दास, डा० राम अवतार तथा डा० बी० देवकीतन्दन 
(7) त्रिविमीय ज्यामिति---डा० एस० सी० दास तथा डा० एस० के० सिंह गौतम 

(7ए) कुछ असंतत तथा संतत प्राथिकता बंदन---डा० के० सी० मदान 

(५) सहसंबंध--श्वी जी० डी० ढल 


श्री आर० एस० कोठारी तथा डा० आत्मा राम साहू ने क्रमश: त्रिविमीय ज्यामिति तथा प्रतिलोम 
त्रिकोणमितीय फलनों के एककों में महत्त्वपूर्ण सुझाव दिए | श्री जी० डी० ढल तथा श्री महेन्द्र शंकर ने 
अंतिम स्तर पर पांडुलिपि को पढ़ा तथा महत्वपूर्ण सुझाव दिए | श्री महेन्द्र शंकर ने अंतिम प्रूफ पढ़ने 
में भी सहायता दी। विभागीय चित्रकार श्रीमती कमला धिमन ने पुस्तक के सभी रेखाचित्रों को 
बनाया । पुस्तक का हिंदी संस्करण डा० एस० के० सिह गौतम तथा श्री महेद्व शंकर की देखरेख में 
पूरा हुआ । क्‍ 

में विज्ञात एवं गणित शिक्षा विभाग के इन सभी सदस्यों का आभारी हूँ जिन्होंने इस पुस्तक 
को कम से कम सम्भव समय में तैयार करने में विभिन्‍त प्रकार से मेरी सहायता की | मैं उन्त सब का भी 


आभारी हूँ जिन्होंने इस पुस्तक की पाठ्य सामग्री की समीक्षात्मक विवेचना हेतु आयोजित कार्यशाला में 
भाग लिया । 


यद्यपि पुस्तक में त्रूटियाँ ज्ञात करने तथा उन्हें दुर करने का हर संभव प्रयत्न किया गया है, 


फिर भी मैं उन सभी पाठकों का आभारी रहुँगा जो मुभे किसी त्रुटि से अवगत करायेंगे। पुस्तक में 
सुधार हेतु पाठकों द्वारा दिए गए सुझावों का अत्यधिक स्वागत किया जायेगा । 


एस ० सती ० दास 
सम्पादक 


के तशतीज्ञापन 


ः राष्ट्रीय बक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ निम्नलिखित व्यक्तियों की आभारी है जिन्होंने 
2004 आह का शिक्षा विभाग (वि० एवं ग० शि० वि०, रा० शै० अ० और प्र० १०) के गणित को 
अप कओ भू गई इसे पाठ्यपुरतक की मूल सामग्री की 0 तथा !] अप्रैल ।980 को आयोजित एक 
कार्यशाला में समीक्षाताक विवेचना करने में एक महत्वपूर्ण योगदान किया : 
|, बु० एम्न० अग्रवाल 
एुद्धप्रस्थ काने, विशली 
१, हा० [ग० गीं० देश 
राष्ट्रीय मैक्षिक अधुमंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 
3, क्षीमती एग० देवासू ररम्‌ 
सेन्ट जैवियर्म स्कूल, दिल्‍ली 
4, क्री जी० डी० हल 
शाप्द्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 
5 श्रीमती /ब० क० धीर क्‍ 
राजदीय सीनियर माध्यमिक बालिका विद्यालय, नई द्ह्ली 
6. श्रीमती कमला दत्ता 
राजकीय सीनियर माध्यमिक बालिका विद्यालय, दिल्ली 
/, ह्ञा० जी ० ॥ल्‌० फी तदार 
राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्ली 
0, श्रीमती कृष्णा गाडी 
फिप्राहेह्य विद्यालय, पूसा रोड, नई दिल्ली 
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प्रतिलोम ज्िफकोणमिती 


एकक । 


प्रतिलोम त्रिकोणमितोय फलनों को परिभाषाएं तथा उनके गुणधर्म 


. भुमिका 


पुस्तक [९ में केवल बहपद, लघृगणद तथा घातांकीय कलनों के संदर्भ में प्रतिनोभ फेलनों की 
परिभाषा तथा कुठ ग्रुणधर्मों का वर्णन किया गया है। उपर्युक्त के अतिरिक्त अब हम प्रतिन्ोपत 
तिकोशमिनीय फलनों (॥ए0%७ ह्रजाणवालांए थाएगंणाड) तथा उसके गुणप्र्मों का वर्णन करोे। 
तदुपरात्त, हम प्रतितोम विकोणमितीय फलतों की सीमाओं (|), सातत्य (0एधवा्ाीए) तथा 
उनके अवकलजों (॥ए0॥0९४) और सम्राकलों (॥6.8/3|8) पर वियार करेंगे । 


.2 प्रिकोणमितीय फलनों के प्रतिलोम 
तिकोणमितीम फलनों से पाठक परिचित हैं। उदाहरण र्थ, समीकरण 
४ * ५ ॥ 
का अर्थ है कि 0 बह कोण है शिसका ज्या (॥॥0) / है। विपरीत रूप में इस कथन को 
(#४ ५ती 78 


द्वारा भी ठ्यवत किया जो सझता है तथा हमे इसे '॥, ज्यां प्रतिनोग (तए 00४९) ४ + बराबर है 
पढ़ेते हैं । शस प्रकार, संकेत ४-7४, उस कोण द्वारा परिभाषित किया गया है जिसकी ज्या (9॥0) 
४ है तथ हाओ फलने हा॥ का प्रतितोम पररश$८) कहलाता है | इसी प्रकार, में तर 2087५ 
(050, 00॥ ७, ६७७) ६ तथा 00५20 7.४ भी कषश: (0३ 3, 0, ५0६. ९, ४8० ४ लेथा (४१०७ ५ 
के प्रतिलो्ों वे. रूप में गर्श्िपित किये गगे हैं । 


टिप्पणी | ; ४॥ ५ से (शी ५) ', अर्थात, ... | का अ्रम नहीं होना चाहिये। इसी प्रकार 
| 
का भ्रम अग्य त्रिकोगमितीय फलनों के प्रतितोमों के विषय में भी नहीं होना चाहिए । 


टिप्पणी 2 ; हे 5, ९॥प्र 8, ( 5, इत्यादि को फमश: आए गत ६ ॥ा6 ९0९ ५, आए ता ४, 
इत्यादि द्वारा भी व्यक्ष किया जाता है। 


टिप्पणी 3 . ध्यान दीजिए कि ह॥7% एक कोण को तिरूपित करता है जब्ति आं॥ 3 एक संख्या 
को निरूपित करता है | ऐसी हो स्थिति अन्य व्िकोणमितीय फलतों तथा उनके प्रतिलोमों में होती है । 


थ । गणित 


॥,3 प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों की मुख्य मान शाखाएँ 


हम जानते हैं कि यदि 0 कोई कोण हो जिसका 876, » के बराबर हो तो उन सभी कोणों कै ॥॥० 
के मान, जो #7--- ( --- [)/0 द्वारा प्राप्त होते हैं, » के बराबर होते हैं, जहाँ # 0, -|-, ८:2, ८:४॥००- 
है । अत: आ॥ 7.४ अनंत मान प्राप्त कर सकता है। उदाहरणार्थ, ठग (है) के मान 30, 507, 390९, 
इत्यादि हो सकते हैं। इस प्रकार, #॥ “४ एक बहुमानी फलन* (गाप्र98-ए4 परत ए॥00॥ )है। 
इसी प्रकार, प्रत्येक अन्य त्रिकोणमितीय फलन का प्रतिलोम बहुमानी होता है । 


अब क्योंकि केलकुलस में हम बहुमानी फलनों को स्वीकार नहीं करते हैं, अतः हमें आंत», 
००05-75, क्षा। 75, इत्यादि को > का फनन तब तक नहीं कहता चाहिए जब तक कि हम इन्हें प्रतिबंधित 
कर एकमानी फलन+** (हागडढ्ध०-२०|५००१ प्याटा०॥) नहीं बना लेते । इस बहुमानी होने का कारण यह 
है कि कोई भी त्रिकोणमित्तीय फलन अंतराल -- ०० <&£< ७० में न॒ तो निरंतर वर्धमान ($॥7 ०५ 
[०7७४५॥॥९ ) होता है तथा न ही निरन्तर ह्रासमान+कक (8(00]|५ (0९८ा७४४॥९ ) होता है । भत: 
अन्तराल --- ७ ६८४८: ४ मे इन फलनीं के प्रतिलोमों का कोई अस्तित्व नहीं होता । परन्तु 9 श्री <5 





आकृति [.] #9ल्‍"भधा। ४ का आनेख 


* फूतन 9 | (5) एक बहुमानी फलन कहलाता है, यदि ४ के किमी एक्र मान के तदत्तुरूपी ह 
» के दो या अधिक मान प्राप्त हों। 


++फलन 9 (४) एक एकसानी फलन कहलाता है, यदि «४ के किसी एक मान के तदनुरूपी हमें 
» का केवल एक ही मान प्राप्त हो । द 


जज फलन ४-- (४) निरन्तर वर्धमान कहा जाता है, यदि / (29) >/(>,) तब हो जब 
5५ >> ही तथा फलन निरंतर ह्रात्मान कहा जाता है, यदि /(४५) < /(+) तब हो जब 5५ :> 5 हो, 
जहाँ 23 तथा ७, » के कोई भी दो मान हैं | इन दोनों स्थितियों में से किसी भी एक को व्यक्त करने के 
लिए पद निरंतर एक दिष्ट (90709 ॥॥00०7ं८) का प्रयोग किया जा सकता है । 
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के आलेख (देखिये आकृति ,।) से हम देखते हैं कि 


अच्तरालों --- <ख्थ + । पट हे 
है +० जे पर दि ! है ५ ह ६4८. 


नि 


| ) 


_४४ कक 5, 


2५ अत 9 8 इत्यादि में 9 -४॥ »< निरंतर 


किसके न०कटीनक 





€ ५ रे 7८ 377 
वधमानत है तथा अंतराल ठ <*&«& खा 
37 48 में 
बज जी 5 इत्यादि में निरन्तर ह्वासमान 
है। इस प्रकार, हम यह निष्कर्ष निकालते हैं कि 


# के किसी भी मान के लिए उपयकक्‍्त प्रत्येक अन्तराल 
में फलल ४ 58779 का एक अद्वितीय मान होता है, 
जबकि -]&#9र]। है। 


लं। अतः, >अच-्शथा77 एक 
एकमानी फलन है । इसी प्रकार के तक से हम प्रत्येक 
अन्य प्रतिलोम त्रिकोणमसितीय फलन के लिए अनंत 
अंतराल ज्ञात कर सकते हैं जिनमें वह फलन एकमानी 
हैं। £ तथा 9 को परस्पर बदलने पर हम कह सकते 
हैं कि प्रतिलोम 879७ फलन >च्॑छशांत्-१४, अंतरालों 


पर त 3ए १६० 





्द्प 75५ ]/ धछा ५ प्र <« १६, “० 2 * 
४ 0. 3॥7 370 _ जप 
70 2 जे, 
4४ में में 
्् «(४9 <८ ्यः /। इत्यादि में से प्रत्येक में परि- 


 भाषित है, जबकि --]«&»४<] है । 





आकृति व.2 ४95८-४।77:४ का आलेख 


गणित 


०4 
॥ 
या, 8770 0 हल 
५ | 
या, 0 577 ( गा ] 
| | [ 
अतः, 008९27 >#न्‍्स8॥7 7 [ शत ) 
न्‍्य परिणाम इसी प्रकार सिद्ध किये जा सकते हैं । 
(ग ] बयों कि 807 |, ्वाओ | तथा 00560 ? के मुख्य मात धनात्मक या ऋणात्मक हो 
सकते हैं, अत: हम » के धनात्मक तथा ऋणात्मक मानों कै लिए इन फलनों की प्रकृति (॥8/ध7८) 
की जाँच करते हैं । हम दिखायेंगे कि 
था। 7? (--5)-- हां * ४. 
लि। / (5) स_“ाईमा  ह 
तथा ९0४९९ (--5४)7०१---९०४९८ १ 5 
और भी, ९087 ( --5) ++77--- ९०६४7 5, 
8९९77 ( - ह) --77---४९८7 5 तथा 
एण7 ( -5) २7--९० 7 ५ 
यह सिद्ध करने के लिए कि गत | (+-»४) न्‍्+-- भा * ४, हम 
४!7 (--») ८5० लेते हैं । 
अतः, 8॥] 0८-०० 
या, 8 (--09) सतऊ 
या, --0:-:8]7 ४» 
या, 0-- > आता %& 
अतः, 877 (-->) कत हवा ? 
अन्य परिणामों की उपपत्ति इसी प्रकार से दी जा सकती हैं तथा उन्हें पाठकों के लिए छोड़ दिया 
गया है ! 


(घ) अब हम प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों के निम्तलिखित आधारभूत सूत्रों (शत क्ञातरशा(। 
07770[86 ) को सिद्ध करेंगे : 


न हि पर 
(0) &ं975-+-९०0६ फ्कनता 
न्शनि लि पृ 
() शा 5: -- ०0६ “एव 
2 
(| के बे 7 
॥) ०00०४९९८ /६--६९८ “5 न 


९) शा7%-- मा 7छत्नगाए "डे (५ 
(९) था 77 -- शा 2ए+र खि| लाल (४४9<: |) 





(५) स्रा।/&- छश्वा 7 ए ८ (शा 8 
हक जप 
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ह श 25 ]-5* 25 + 
(श) शाला) &#ही7--7पझ ९08४7 >दद"फ्ञा चमक न्‍्वपद्रा 
--%* 4-+-5' हक 
उपपत्ति ' 
(4) माना गा] 
इसलिए, रक ] |$। () 2.०5 
इसलिए, रष्ण्ू ला ना ] ०० मं 
| कल के 
या, जट्ज “+05:६०0987 ७ 
है 
इसलिए, (| >> लप्र- -++00$7 ४ 
2 
इसलिए, आप कसा 7 ९0४7 ५ 
| 7 
या, धा॥ 2 ४+- 00$7 एक्ट 2 


हुस प्रकार, चाँछित परिणाम सिद्ध हो जाता है । 
परिणामों (॥) और (॥) की उपपत्ति इसी प्रकार दी जा सकती हैं। परिणार्मो ((५) और 
(५) की उपपत्ति पाठकों के लिये अभ्यासार्थ छोड़ी जा रही हैं । 


(५४) मात्रा की ७४50 
शइुंम लिए, (छा) 0:::/ 


2[97) ०४ आह 


क्योंकि 36 आय पथ पक 
' नगद पतफछ 





ः मन थे 
एसालत्ए, शन्न्कव | न्‍ाााजए 
| नै न 
2.0 
या, 2 (ह॥77 ४चच आत77 २ ४६ 
| -+- () 
[-+- 8७१ ( [-- 2४ 
पते; 008 20 वा कि कक जा क समता 
(-७॥7 0 | ४ 
रा 
इसलिए, 20 --८००08 - 
[ --.९४ 
[>> ४४ 
पा हाय ए/अ00874 नन्‍.जय-: | 
न्‍ * 8 8॥॥| कक (2) 
* जहाँ तक फलमनों के मुख्य मानों का संबंध है, ये परिणाम .४ के प्रतिबंधित मानों के लिए 
है 2,९ _ [>> 
ही सत्य हैं। इस प्रकार, ४॥77 7. ० म्मूम थे 8॥77,0, पदि-- ! ६०४४ , 60987 गा अधि 5 ४, 
हा हे बन्आल ध्टँ 


४ 2९ रे हि 
गंदि (0: ९४८ ०० तेथा शाक्षा)"! ४ चख्ऋध्ाओए7 | ज्ा। यददि-- | <.»< | है | 


[0 











4,5 हल उदाहरण 


हल : 





गणित 
हे 2 ॥ 0 228 # 
न्त्में, (8॥ 20-5---------...-...... न 
के [--(७॥१ 0 [>> 
इसलिए, 20 क्॑ूधित ५ 
[४००४९ 
।ि 8. नजर पे न्न् शो 3 
इसलिए, 2 छाए अच्ऋादता पल (3) 
इस प्रकार, वांछित परिणाम सिद्ध हो जाते हैं । 
उदाहरण ॥ : निम्न के मुख्य मान ज्ञात कीजिये : 
() ००४7 (--*/3 ) (॥) ००४7 (0) 
(।) माना ०000  (--४/ )४+? 

इसलिए, 00६ 0-5--4१/ 3 
अब, हम जानते हैं कि ०००० » की मुख्य मान शाखा 0< 0075: £ <7% है। 
इसलिए, हमें 0 का एक ऐसा धनात्मक मान ज्ञात करना है जो 0 और 7? के मध्य स्थित 
ह्टो। 
अब, उपयुक्त समीकरण से, हम निम्न प्राप्त करते हैं : 

] प्रा ) 54६ 

(8]) 0-- --- -+- _... ++5७7] .. “- 7८८87] ५--- 
कं ५/३ हा [ ५५ 6 6 
5 
इसलिए, 0-- -->- है, जो 0 तथा +% के मध्य स्थित है । 
साल ख्य ' 5.२ 
अतः, 6067 (--५/ 3 ) का सु मान है। 
() माना ०0०४? (0) -+0 


इसलिए, 005 05-50>-००४७ हे 
अत्त: 0-- ऊ है, जो 0 त्तथा % के मध्य स्थित है 


अतः, ००४7 (0) का मुख्य मान ->- है । 


उदाहरण 2 : फलन ००7: की मुख्य मान श्ञाखा के अतिरिक्‍त दो अन्य शाखाएँ ज्ञात कीजिए ताकि 


फ़लन, उन झाखाओं में परिभाषित किया जा सके | 
हल : आइए फलन 


छ च्म्ए0त 


पर विचार करें | हम जानते हैं कि यह जिकोणमितीय फलन अनंत बिंढुओं ४550, -£ ४, -+- 27, 


::3%, इत्यादि पर असतत्त (0800707700७& ) है, क्योंकि इन बिंदुओं पर 9 का अस्तित्व नहीं होता है। 
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अन्य सभी बिदुओं पर फलन सतत है। अतः हम कह सकते हैं कि प्रत्येक अंतराल 05: <ऋ, 
एएा डेट, “+ गम डा ६ 0, 28 ८ ८ 3४, --26% < ६ < --7४, इत्यादि में फलन >»न्॑00| ७ सतत है | 
४५ (9 हे मर ५ कट कि से 
क्योंकि इन अंतराला में से प्रत्येक में पता ध्य. “-00$0९८“९७ < 0) हैं, अतः इन अतराला मं स प्रत्येक मे 
फलन ॥'. ए०५ » तिरंतर छ्वासमान है। अतः, इन अंतरालों में से प्रत्मेक में फलन के प्रतिलोम का 
अस्तित्व है 
अतः, मुख्य मान शाखा के अतिरिक्त ८0।7'४ की अन्य दो शाखाएँ, जिनमें इस प्रतिलीम का 
अग्तित्व है, 77< ए00। 7.6 <& 2क तथा 2# < ए07 ६ < 3% ली जा सकती हैं । 


उदाहरण 3 ; सिद्ध कीजिये कि 2 आंत फ ल्‍|धशा। 7 (2.0 २/--:४) है । 


हल : माना व 0 रू 
इसलिये, ४ 0 #ऋऋ 5 
अब, #॥ 20:ल्‍72 था। 0 008 ॥-:८25५4/]--४४ 
इसलिये, 20: 5४॥7 (2.0 </ ]--..४४ ) 
या, 2 ही फन्‍लशांगरा7 (2. 4/ |--४४ ) 
इस प्रकार, परिणाम सि: हो जाता है। 


उदाहरण 4 : सिद्ध कीजिए कि 


2 व | 
है ०००४ * २०० दादा का 
[8॥ रे | ५0० हे (दा 9 
हल बाम पक्ष >ू[त573 7५ | ता 7 हि 
24 
रा बे (2० 
ला [] 54 तो 204 (बात [ 
्] अल हापप 2 >रकमक०+->क» 3७०७४ ५कय०५०००५०००० 4०... टेट, 4 ॥ अरकरक अ+& 
था) वा आए 9 है प हर है 5॥0| 5द्त > 
] “24 264 
न्न्वक्षिण पक्ष 
एस प्रकार, परिणाम सिद्ध हो जाता है । 
उदाहरण 5: थां॥ ( 8॥7 2 00877 णा ] का मान ज्ञात कीजिए । 
जानते हैं कि ५॥7/ .> 87। . ४-7 है ;, दिये हुए व्यंजल का मान आ॥ “7 
हैल : हम जानते हैं कि ५॥ हा नी००४7 - “पर है । अतः, दि हुए व्यंजक शी रा 


अथति, | है । 


उदाहरण 6 : ॥ (०0877) #|शी (8772), (४0) को हल कीजिए | 
हल: माता 0058 (ए-म 0 
इसलिए, ०0४ ०.६ 


2 


गणित 


इसलिए, 2॥ 05-5%९/--२/ 
५ ३22 
१ 
५ 9 
०3...) :-- ४ >- 7 
) कस (।) 


इसलिए, धत (]--० 


या, &॥ (०08 


पुल: माना, ६807 2--%४ 
इसलिए, ध] एज--2 





प | ] है 
इसलिए, की 00880 ४ १/]+०0०थ्ं7 | हा 5 
हल का 
या, आ॥(थ्ा 7 2) ८ सम (2) 
८5 


अतः, (]) तथा (2) से 


$/।--४___2 





८ हु 
.#हत# टे 

या, आह न हब 

अर 5 
या, 5-. 5४* --- 420* 
या, 902 :*< टी 
इसलिए, १० ऊप 

ें / कस 

क्योंकि ४0 है, इसलिए बाँछित हल ८-४ फ्् है । 


उदाहरण 7 ; निम्नलिखित फलनों को सरलतम रूप में लिखिये : 


हल ; 


कमाना 


हू ४ 4 
॥। | $:॥॥| 4. । कल रन न9> 3 भर के |॥ कि है ॥ न गौ पका || 
3) ह १/ ४१] कक | र 


(7) <--$6० 6 लीजिये । 
इसलिये, ५/ २2--.] +-१/४६८१३---] ++॥ 0 


ल्लि हि [ 
साललिये ४ है 4 ननपिपस्‍प-+० ८+८+८ न | धारणा 
द् ध्या ज्ह्न्त्त (80 ता] | 


 -877 (006 0) 


"जा ह: 0 की ॥ (8॥7 ॥ अर शा है। )| 


८ 0 
/ 


गए रे 
न 7>7--860 75 
> ३० 


यह दिये हुए फलन का वाँछित सरलतम रूप है । 
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(7) >च्"श्या 0 लीजिये। 
इसलिए, $/--४४-- ९/ | ६800) 778०० 0 


् 0 ० ॥-- 
इसलिए, (ध॥77 ! ५८ पं जल स्ञंधा) 3 । हे लक ( 
णे (0 0 


[--0०९0५४() 'क्‍ 
न्|आपधि चाचा 
! 8 0 


यह दिये हुए फलन का वाँछित सरलतम रूप है । 


प्रदनावली . 


. निम्नलिखित कोणों के रेडियन में मुख्यमान ज्ञात कीजिये : 
[0] आए [).. ए) व्कत (०3)... [क) छएा (-ज5) 


(7). 008667 (--) (४9) ०००7 (- कप (४) ध्वा? (न 





> 


+# ्र [ 
४) ०08207 (2 यं आग ना के ) 
निम्नलिखित फलनों में से प्रत्येक फलन की मुख्य मान शाखा को छोड़कर, अन्य तीन शाखाएँ इस 


प्रकार ज्ञात कीजिये कि इन शाखाओं में फलन का अष्तित्व हो : 
(॥) 7 (॥#) 008९८7,९ ()8९९7४ 
3, निम्नलिलित में से कौन-कौन परिभाषित नहीं हैं ? 

(॥) ०05०००१ ( , 2) (॥#) ०087 (-- +/ 2 ) 


के अन्‍्मगक ] ही ॥ सका पर 
| | अनीता अभि मनन ना | | है ५ ॥। | |, > ३ ९-ज२क नव, 
(7) $60 (उचु ] (५) शं॥- (।9॥ 477) (४४) (वा ( भ। > ] 


()) (का ्मू ८०४००.) (४7) ००8८० (००८? 0) 


(77) ००५० (000) 


[4 


/ 


फ़े 


त्न्ज 


ते 


8. 


24 


[0, 
. 


2, 


83, 


गणित 


(प्रशत 4 से 0 तक में) सिद्ध कीजिए कि 
3 शी ४ शान (30४--4:) 
3 ९097 ४:-००४ १ (4४0--3.४) 
2 (877 न था! ज प्क्षित 4 का 
[8] नवमी तय त अवसलतत है 
[ --4? ।-+-0 ।- 0 
ध॥ (2 शी %] २४ ५/ ]-- ३४ 
(डे 
[00 
520% ([8॥* 2)+:00860£ (00।2 3)5- 5 
निम्नलिखित के मानव ज्ञात कीजिए : 
() ००६ (8 7 ६--00(-7४) 


( [ ., | |-- 9४ 
पं /ई। धाआंआआ जनक जमननीओई. ] ७०- कान गॉरे३+ 3 +-++ बहन + सका अनमनमन. 
) (( 72 शीश य डक न प्र 20५ [_- ॥ 





225. न ० 
शा ५/ ५४ कु 0087 


निम्नलिखित समीकरणों को हल कीजिये : 
2 है [--(५ हम 
ह पं | या 
() [शा [-.छ+क्णं! लए 8 ( :>0) 
ह | ] है 
(॥#) का -- करन कद (४0) 
निम्नलिखित फलतनों को सरलतम रूप में लिखिये : 
हि 3482-४१ 7 
) [7 (पल | 7) वध ? गज | 
[ ] 7 कस ((/) ॥ ४-37) 
(7) शाप (४९/]---- ९ 5 4[--४)) 7) (4-। ता [८082 
-++008 ९ 





(४) वध | बा | (४ < ४) (४४) (या हि; /:35 बल न 
005 न 8॥] [ "शा 5 
+ |) का: हि (दा | क (पं) ९० | ४ न वा ४7१ 7 शा * | 
4-४“ 5 | 3०४ 


| । ५४ ५ ।- 5४] ५ 


(। ली 


>; मेँ 
3... री 


एकक [[ 


प्रतिलोम त्रिकोणमितोय फलनों को सीमाएँ, सातत्य तथा अवकलज 


2.] भूमिका 
त्रिकोणमितीय फलनों को सीमाओं (]7॥॥8) और सातत्य (००॥्वा५) का पुस्तक [५ में 
उल्लेख किया गया है। हम देख चुके हैं कि ५ के सभी मानों के लिए आंत » तथा (08 3 सतत 


| त है 0 ५ | 
(00॥ 00०75) होते हैं। आपको यह भी याद होगा कि ॥॥ । पम्प पा) तथा ४९५ ४ [ प्यय आपाणण | 
हे न हे 008 ४ ९008 ५ 


रे 


४ के उन मानों को छोड़कर जहाँ ८०४ + शून्य, अर्थात्‌, जहाँ ७ ८5(2॥--) ५5 ,॥ एक पूर्णाक है, 


9 . 
४ के उन मानों की छोड़कर जहाँ ॥॥ « शून्‍्य, अर्थात्‌, जहाँ ७ वर जबकि ॥ - 0, -।. ६ -|: 2, 
4 3, है, उसके अन्य सभी मान्तों के लिए सतत हैं। इन भिकोणमितीय फलनों के सातत्य के ज्ञान के 
आधार पर अब हम प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों के सातत्य और फिर उनकी सीमाओं पर विचार 
करेंगे । तदुपरांत हम इत फलतों के अवकलजों पर विचार करेंगे | 


|! क 008 ० | 
उसके अन्य सभी मानों के लिए सतत हैं। साथ ही, ०० | 2 का ] तथा 008९९ र््‌ लक ] । 


2.2 प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों की सोमाएं तथा सातत्य 


हम देख चुके हैं कि सभी प्रतिलोम त्रिकोगमितीय फलन अनन्त अंतरालों में अपना अस्तित्व 
रखते हैं। क्योंकि प्रतिलोम त्रिकोणमिततीय फलनों के आलेख रेखा ॥८5७ में तदतुरूपी त्रिकोणमितीय 
फलनों के आलेखों के दर्पण प्रतिधिम्ब होते हैं तथा क्योंकि त्रिकोणमितीय फलन, उस विरुओं को छोड़कर 
जिनका उल्लेख अनुच्छेद 2.] में किया गया है, चर के सभी गानों के लिए सतत होते हैं, अतः हम यह 
निष्कर्ष निदालते हैं कि प्रत्येक प्रतिनोम विकोणमितीय फेलन उम्र प्रत्येक अच्तरान भें जिसमें उसका 
अस्तित्व होता है चर ४ के स्रभी मानों के लिये रातत होता है। अत, इन मानों के लिये हन फेल्ननों की 
सीमाओं का भी अस्तित्व होता है । 


उपर्युक्त से हम निम्नलिखित परिणाम लिखे सकते हैं: 
सीमा 


() 8 (४-०8॥ 7 (।8& | ४: [] 
ध्जप्न 


. सीमा 
() ९08 ६+९0879 (|8। ८: ] 
 च। 
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हे ३ 
(|) ३-७ हीए चलना 7 (-- ०० <8< >० ) 
सोमा दे 
(५) हल ९0६7४ 5-९० 7 (-+ ०० < 8८ ००) 
[:58< ०० 
सीमा ह 
(५) 5९९ 7६ :-8४९९८ +प्न या 
ह->9 
“00< 8“ “व 
सीसा मल 
(४) 005९८ 7%४5--८०६८८ 4 या 
ह-> 9 
था ०0६ बार णय 


अब हम कुछ ऐसे फलनों, जिनमें प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलन सम्बद्ध हैं, की सीमाओं और 
सातत्य सम्बन्धी कुछ प्रइनों की हल करेंगे । ऐसे फलनों की सीमाएँ ज्ञात करने की व्यापक विधि यह है 
कि उपयुक्त प्रतिस्थापन द्वारा प्रतिलोम फलनों को त्रिकोणमितीय फलनों में बदल दिया जाता है । 


2.3 हल उदाहरण 


उदाहरण ! : निम्नलिखित सीमाओं को परिकलित कीजिए : 


. सीमा छत .... सीमा 
(7) नणणजणाणण (४) 
४7% £ै ४-०» | 
.... सीमा |[--» 
(7) असम 0 
2४->] (९05 7)4 
हल (7) >न्‍्ल्‍शा। 0 लीजिए | 
इसलिए, जब ४-+0, 0-0 
अतः, दी हुई सीमा 
_ सीमा आंः([&॥ 0) __ स्लीमा () 
(-*» 0 8 0 ()->() $]॥ (] 


लंबी 
अनजजजनता। 


(॥#) >न्‍्|शा। 0 लीजिए । 


| 


ब्र 


कक 
ह 


इसलिए, जब 5४--+, 0-+* 


9) 
इसलिए, दी हुई सीमा 
सीमा ]--8|॥ 
अल 77--2 8॥-7 ($॥॥ 0) 
2, 
सीमा ]-- 8॥॥ 0 
ह हट 28, 2 


0-* 2 


गाज ८ ही 7४ 


प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलत्तों की सीमाएँ, सातत्य तथा अवकलज !7 
अब, (55 रा +-» रखिए । 

इसलिए, जब (707०  ॥ )!-+> 09 

अतः, दी हुई सीमा 


_ सीमा । [ “आए छू /> । 


के पी 
>> सीमा | “ “7008 ? | 
७->०| -<9» 


३5) व 
2 ह 4 
है; 5 अि _ सीमा | _ 2 . 2 
9-> 0 ध्् 2 9->0| ४ १ 
है 


हसन 


$-£- 
_ [ सीमा 2 सीमा _. 2» 
0७: शिशनक कं: !॥ 0५ | 9 ] 
4००. $ 4 दं+० 


[ क्योंकि जब 3-७0,-2 -»0 ) 


; 


(॥) यहाँ :-+९००५ 0 लीजिए । 
इसलिए, जब &-+[, 0->0 
अतः, दी हुई सीमा 


सीमा _ --005॥) 


क-+१६७---। 


“>> ६0०0$8०१ (९०8 0) है 


सीमा | २ ४-3" 
शा जन के हरा: 





जप ण्िि तल 





गे () 
( क्योंकि जब 0.-....0,-2[--?0 


#/ 
के >9%॥। 
गा 
रद] 
3 
'दाहुरण 2 : क्या सीमा 8707 | ४ | का अस्तित्व है ? 
| +->0 
/लः. माना (४) |भंत7 | ४ | 
द 87%, यदि ४20 
तब, हे सस पर 
४ --आ!। 7, यदि ४< 0 


अब, वाम पक्ष सीमा (शी ॥8॥06 ॥॥शा) 
__ सीमा __ सीमा क_7 20 -- 
न्‍त 8 6 हा [--भा॥ 7 ४ # 0 
दक्षिण पक्ष सीमा (780 वीक्षा0 ॥ए) 


__ सीमा ()- पीमा का अ 
हु मल हम (७४) सा _ अत #ब्ह0 


अतः, दी हुईं सीमा का अस्तित्व है । 


वाहरण 3; फलन 





है (४) कक्षा “पत्र ) 


:जज्2 पर अर्थहीन है। क्या / (४) के मान की ४५-52 पर इस प्रकार परिभाषा देना संभव छै कि 
नपरिभाषित फलन ४-52 पर सतत हो जाए ? 


ले; आइए, सबसे पहले फलन की ४>>2 पर सीमा की जाँच करें। दिश्यग हुआ फललस निम्न प्रक्तार 
नया जा सकता है : 


/ (2) 5२००४ (४--2) 


'ब यदि हम ४--2->४ रखें, तो जब ४-+2, 2->0 होता है। इस प्रकार, दिया छुआ फलन ००८ £ 
जाता है और हमें इस फलन्‌ की प्तीमा की जाँच करनी है, जब ४->0 है। हम देखते हैं कि हीने 


प्रतिलोम त्रकोणभितीय फलनों की सीमाएँ, सातत्य तथा अवकलज [9 


>0 >हीता है, तत्र ००८१ 2 की सीमा का अस्तित्व नहीं होता, क्योंकि ००:7४ की मुख्य मान शाखा 
0१< ९०47४ < 5 है । 
अतः, दिए हुए फलन की बाम पक्ष सीमा का अस्तित्व नहीं हैं और इसलिए दिया हुआ फलन 
४--2 पर, / (४) के किसी भी मान के लिए, सतत नहीं है । 


2.4 प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों के अबवकलज 


अब हम प्रत्तिलोम त्रिकोणमित्तीय फलनों के अवकलजों का अध्ययन करेंगे तथा उनसे संबंधित 
कुछ महत्वपूर्ण सूत्रों को निर्धारित करेंगे । आपको याद होगा कि क्रिसी फलत #>5 (०४) का > के सापेक्ष 
46 


अवकलज --.-- + 
पं: 


तर) सीमा /(४--/) --/(») 
धर ॥->0 | 


द्वारा परिभाषित होता है, जब कि इस सीमा का अस्तित्व हो । अब हम कुछ मानक परिणामों को सिद्ध 
करेगे, जो निम्नलिखित हैं : 











“' 0 ५! न त्ख्ः ! 
(0) "पुर (भं॥ 5) कहे दामन, (--।<%£<: 8) 
() के (९08 ४) मल न (-+ < 5४ < 4) 
व्‌ ९१/[-४ 
७ ९] शा | ' 
कं) नूर (शक) कल (“5० ८: 5४< ०० ) 
; _१ न पम्प अकन+ 8 अमब०&० 
(४) पुर (९0|775) गहक्ल' (०-०० <&ऋ<: ८० ) 
। शक ] 
8० का ....>,६००००००००००० ध। 
(४) ौुर्र ४९०४७ हे (४:>, या £ <: -- ) 
0 कर ग | 
(४१) "पृ, (१०४०० ४) ४-८ आफ ला छा हक (5 >> , यादइ<ड-] ) 
उपपत्ति : 
(7) हम जानते हैं कि 
है सीमा 807 ("-नी) --हांत7 | 
टी पा लय 5 «या हि लक, तिल इक पलए मी: 2 पिन कदम > 2 रन 
22 नह लक आ ॥ 


माना 7 झट) तथा कराए (४-६) 5८७ +-४ है । 
इसलिए, जब ॥-+0, /८-+0 








साथ ही, स्का # तथा &-/नलछी। (9) 

क्षतः, म्म्ल्शा (हक) >जैचचआा (7-+-#&)--+श॥ » 
! 

इसलिए, किम (हर 7 ७) +« सीमा ! (2 |/:) । 
ध (-+0 (शा (9 +-४) -आ। 2. 
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[ ; 
सीमा । कं [ 
4 6 जप 
((-+0 | ९) थी ९0५ ॥ छनै- द्र) 
( 
है 
सीमा 2 | सीमा  +* 
त्त्छ ( । 5 | 
2 “>> 09 | 0 >+ | है 2 “+>0 | 005 (/ न 2 | 


हु |] 
008 ७9 */[-..89779 . ४[-->५४ 





है भें ध 7 मे घतार 
वर्गमुल का धनात्मक मान इसलिए लिया गया है क्योंकि 008 9/-+ अब में धनात्मक होता है । 


इस प्रकार, परिणाम सिद्ध हो जाता है । 


दिप्पणी : ध्यात दीजिए कि यद्यपि आआ! ५ का अत्तित्व--<:<«] में है परंतु इसका 
अवशलज ---] <: £<< में ही परिभाषित है । 


(7) यहाँ हम जानते हैं कि 





हु चेक सीमा (00577 (४--॥) --०७०४० 
नर (०0977 ४) न्‍+ | ही नि पतन अल ।क्‍ 
माना, ०00४7: ४5४ तथा 60873 (>-|-#) ॒॑३४+-: 
इसलिए, जब ॥->0, /४->0 
साथ ही, ४5008 > तथा ;--॥ ६००४ (»--४£) 
अत:, ॥--7008 ($ नै) +- ००8 9 
सीमा 


।५ 
सलिए, “- कक कील लक लटक रस करती चने त 
दर ए्‌ (००08  ) ४.0) कर (9 -न ) “+(008 ]! | 


ि 
_ सीमा (7 
-+ ६ ,0--2 धग ( मम % आओ 


प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलतनों की सीमाएँ, सातत्य तथा अवकलज ४2 


४. १ ॥॒ ॥ 
सा सीमा “कु सीमा [_ [* 
78 ४६४ +0$ हक्ू+/”“४& ६ । # आओ ॥ 

कक को ०>++ बी | »++5-] 
१ पे १) | १ ही 
भें । 
( क्योंकि जब /:-»-0, प्र ->0) 
गज ड ० [ अर अचत-+ ! क्जयि ७बक+ । 
8 9 १/--००४१ 9 ब्रा 


वर्गमूल का धनात्मक चिन्ह इसलिए लिया गया है क्योंकि 0< # <5 में ह॥। » घमात्मक है । 
इस प्रकार, परिणाम सिद्ध हो जाता है । 


ध्यात दीजिए कि इस स्थिति सें भी हे (००४ 5) का --<.:<| में ही अस्तित्व है 


यथ्यपि 205», -7८:< -<<4 में परिभाषित है। 
(४7४) हम जानते हैं कि 

्ः हा सा [ ण् “>> 742 
नएा। (वा 77४) स्यद ] ॒ |] (का | (४-8) “7 वा 7 ५ | 
तर ध्ि( ! 

माना, छा 7&४ ४ तथा [0॥7 7 ( ४ -- ॥) व »न॑-#८ है । 

इसलिए, जब ॥०“*0, /-») 

साथ ही, अचम्भाशा 9 तथा ४ व स्साआ (9-६) 

इसलिए, (&5< (9 न) -+थि।) 


रि ध्‌ सीमा ८ 
इसलिए, -. (छाए) स्ट: ! मम मम | 
न का. आज कल अत 





(६ ] 

>> सी भा | भगत (9-०५). ॥त 9 

37 [ ०08 9-६) न्प्घ 

सीमा 6 ०08 9» ००६ (9-+-£) 
्द हक, 008 क शा ( 9" ६) ५ भंत। 9 ०08( ४ --/८) | 
सीमा | ६ 005 9? ०08 (»--। ८) | 
770 ॥॥ (9--४४--७) 
सीमा ( (८ 


0.0५ था 





) हर [0०08 » 008 (9-5) |: 


लय 0099 सना ए्त्पु 


[ 
[नशा वर्कओं 
इस प्रकार, परिणाम सिद्ध हो जाता है ! 
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अन्य तीनों बचे हुए परिणामों की उपपत्ति इसी प्रकार दी जा सकती हैं तथा इन्हें पाठक के लिए 
छोड़ दिया गया है । 


2,5 रथ खला नियम का प्रयोग 


हमने प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों के अवकलज, प्रथम सिद्धांत (75 छ97)रणं0/०) (अर्थात्‌, 
डेल्टा विधि) से प्राप्त किए हैं। अब हम यह दिखाएँगे कि ये परिणाम अवकलजों के श्रृंखला तियम 
((४७४ 7२०|८) के प्रयोग से भी प्राप्त किए जा सकते हैं । 


आइए फलन 
५ द ह 9न्लगी 7: 
प्र विचार करें 
उपर्युक्त समीकरण से हम 
अम्स््ध 9 


प्राप्त करते हैं । » के सापेक्ष दोनों पक्षों को अवकलित करने पर, हम निम्न प्राप्त करते हैं : 


6)? 
[--00$ 9 हट जय 
४9 _ । 
या, 008 है, 
[ 
ब ५१--शए ए. 
्ड ज्ञात हि ( “5 <£%ऋ< ] ) 
९४ 4०5* 


इसी प्रकार, हम अन्य प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों के अवकलज ज्ञात कर सकते हैं । 


अब हम प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों से संबद्ध कुछ फलनों के अवकलज ज्ञात करने पर विचार 
करेंगे । 


2.6 हल उदाहरण 


*. _[6 0098 ४- शा) > रे रा 
उदाहरण 4: यदि 9न्ल्‍श्वा 7 | - | हो, तो ->_ ज्ञात कीजिए । 
। 008 5-9! 5 2१/# 
हल : हम जानते हैं कि द 
। | 9 ४ 
। 008 ४ । 
५७ की काउक 
| तक 


७ 0०5 # 


मी ! ]--७॥१ 5 | 
]-+-9॥ » 


प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों की सीमाएँ, सातत्य तथा अवकलज 


अतः, 204 स्स्मन-+ | 
प्र 
उदाहरण 5 : यदि 9 "शा | 2 [॥7० | % पे) हो, तो दिखाइए कि 
40 स्स्स लता 24 है | 


व; ए् + ]--४? 
हल : हम दिए हुए फलन में ४--००५ 0 रखते हैं | तब 





अच्नछ॥ | 2 (07 न 5.0 
]--008 09 
| 2 802 दर है 
ञअछ]0]| 2[(98/)7 
2 005* हि 
थे 


न््झा 2 ध] + (काठ 

-झंत [. 2% - )-आं00 

म्स्ड 3 /+भंगर 

2 4 [--008? (5८: ९ [--+5४* 

लिए धए _] जे नजर कि 2 

इसलिए, 75 त्त्न्द्व 3 25% हन्‍_त८ जय हथत पा 
हो --४ १/]--%) हो, तो दिखाइए कि 








*उदाहुरण 6 : यदि 7>#श।॥ 7 (:४१५/ [ 


८9 हे कै न रववमकम है । 
बंड.. बनीं बी-ऋे 








ध्रड 
हल : माना ०5 आग 0 तथा झन्‍शछाए $ हैं । 
तब, अख्मग्डत 7 (8॥ 00 [--अ 9 +-४ं।४० [--४४ 0) 


#«६870 *(8॥] 0 008 #-+-8॥70 ए ०08 0) 
ध्म्ा “ा (0-४ ) ) 

न्0 न 

च्ण्छी07 ४! +-877 ४ 


दि 24 2.४ विमलिश 
अतः, प्र: रब ]-->८4 हे (--->* 





|] 


१ गणित 


क्‍ अन्य तीनों बचे हुए परिणामों की उपपत्ति इसी प्रकार दी जा सकती हैं तथा इन्हें पाठक के लिए 
छोड़ दिया गया है । 


2.5 भू खला नियम का प्रयोग 

हमने प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों के अवकलज, प्रथम सिद्धांत (5 ण7ण०ं]6) (अर्थात्‌, 
डेल्टा विधि) से प्राप्त किए हैं। अब हम यह दिखाएँगे कि ये परिणाम अवकलजों के श्यंखला नियम 
(एहथं) ॥२08 ) के प्रयोग से भी प्राप्त किए जा सकते हैं । 


आइए फलत 
४ ह छब्ञ्शंत 5 
पर विचार करें । 
उपर्युक्त समीकरण से हम 
#म्सआ) 9 


प्राप्त करते हैं । » के सापेक्ष दोनों पक्षों को अवकलित करने पर, हम निम्न प्राप्त करते हैं : 





(24 
[--008 9 कप 
धछ __. | 
या कू 7 00$ 9 
[ 
“,लफक्ारतयत 
न्ज़्त्क्लः / (“7<&<]) 


इसी प्रकार, हम अन्य प्रतिलीम त्रिकोणमितीय फलनों के अवकलज ज्ञात कर सकते हैं। 
अब हम प्रतिनोम त्रिकोणमितीय फलनों से संबद्ध कुछ फलनों के अवकलज ज्ञात करने पर विचार 


करेगे | 
2.0 हल उदाहरण 


.. 008 ४ -शा) 
उदाहरण 4: यदि १८2५८ ॥॥| व. | अर किन का 





| ही, तो हन ज्ञात कीजिए । 


008 # शा 5 
हल : हम जानते हैं कि 
[ 8 % ) 
| -+ | 
_ 00$ % 
लक) 7 । | 
हर झा 
॥ 005 > 
[-+क्था 5 
न्््ञधा] ] ! मत | 
| -+क्षा) ४ 


प्रतिलोम त्रिकोणमित्तीय फलनों की सीमाएँ, सातत्य तथा भवकलज 


स् घध 7 ण्ण्‌द -- )| 


20) 





की 
ब्च्ड ढ़ 3 
अत:, 224 जज. 
धर 
उदाहरण 5 : यदि ;9--8॥0 | 2 (द्वा।7 | ५ पर) हो, तो दिखाइए कि 
कि भर 

49 ० 
-- उअ+5-+ /नचचन हे | 
धर; १ [5 है 


हल : हम दिए हुए फलन में -->००५ 0 रखते हैं । तब 





त्मंण[_ 2 [8॥7 ।-7८०8 0 
]-+ ५०08 0 
|| 2 8॥7* नदी 
समता 2 ॥) 
90 7 
2 005 ठ है 
नशा 2 ता * (थ)-2 
हा ( शक हा । 
ध्ज 8॥| > न्ल्ठ्ात 0 
नन१/]--००४ 075१/[--२४ 
के 5 7४) 2 -» )८-ऊ्ते 
र्साः छु, नजण सर +-+ ४ नाल हक 
इस[लए, हा > [४ है 25% के पक 


*उदाहरण 6 ; यदि 7-5४॥ 7 (:४१५/ [८१-७४ 4५/--0) हो, तो दिखाइए कि 


28॥ 2४ _ हे आल है । 
4 [जछी बीनलओ 
हल : माना 87 0 तथा >ख्न्‍धा। # है। 
तब, स्म्शंत। 7 (2 0/]--87 १ -आशं।ै [--आंए 8) 


म्म50 7(9 0) 2८08 /--8॥0) / ०08 0) 
न्‍्तथांता 45॥ (0-४ ) | 
0-९ 
नम807 ४१ +-8॥7 > 
6.2 
धंड. 4 ]--७ + [-> 





अतः, 


गणित 


4 
ध्षं४ 25 ] 
या' | >--++ “४ बज अन्‍य ५] 
धीए. 4-४ 4 ]->* 


इस प्रकार, परिणाम सिद्ठ हो जाता है । 


प्रशनावली 2. 


. निम्नलिखित सीमाओं को ज्ञात कीजिए : 
(7) सीमा (वध 7.४ ( ॥) सीमा 5 
>> 0. 7४ ४-२ “++ (60872:2)४ 
(॥) सीमा ४४7४-०४ ५]--२ (४) सीमा 87 * 2४ 2५ 
>> 0 50 “ 6 >> प्रा3 &% 
(0 सीमा ४([--५[--४* ) (४) सीमा ४“7-008 (72%) 
औननेए ([--७ (आ। 7 ४) ]--4॥ (शं॥ 2४८) 





 औ ओं फिमाओ- 
क्‍ ' 2 
(४४) सीमा 8॥7 ४-- 2% 

7“ > 0 80 75%--2 ४0(क 80 75)43--4 802($ 89 45८) ) 


सीमा 2... ए 
2. ७० प्रा (८७) के मान ज्ञात कीजिए, जब 
(7) 6०0 त्तथा (7४) ०<0 है। 


3. फलन /(»), जो निम्न प्रकार से परिभाषित है, के सातत्य का ४-0 पर वर्णन कीजिए : 
“(२ ) <+ | 


4. जाँच कीजिए कि :८5-0 पर निम्नलिखित फलन सतत है या नहीं : 


हे 20 ]- ह* नै 2 
हक (80॥ ५524 


मत 4. जले 
807 | | | 008 रु जब >:८0 


0, जब' #--0 


- तथा 
“ (0) 5-० 
5. डेल्टा विधि (अर्थात्‌, प्रथम सिद्धांत) से निम्नलिखित फलनों के अवकलज ज्ञात कीजिए : 


(7) आ॥7 (४७ ), (0<5:४<) (7) बा (>क40, 27: - ) 





!! हा! 
(7) ># ०0860 '»४, (» त्र्ो ] ] | (9) 8व्ण््‌ व] ) (| थ ४ <<2) 


(४) ००० (१) 
6. < के सापेक्ष निम्नलिखित फलनीं के अवकलज ज्ञात कीजिए तथा परिणामों को सरलतम बीजीय 
फलनों के रूप में व्यक्त कीजिए : 





| ) (7) 00877 (2४7--), (४>0) 


कर कक ] 
(४) 0 7 (22%4१/[-.४), (-कत्र <&<_ द्रव 


प्रतिनोम त्रिकोणमितीय फलनों की सीमाएँ, सातत्य तथा अवकलज 95 





(2) ध्या्य शत ) (-+ <४<]) (४) आग २(3४--400, ८ हा < 5४ << जन) 








2 
(४) ०098 * (4४--3:0,[ जू- <»#<: |] ) (9४) (पा न्‍ ) न।9॥ 4 ।( 2 
2 + --2:% /, 
(धर) (8077 (004 ४) +-0०007 (७ 30, (ना «६ ४ << सी 
॥ 0< ४ < ज) | (एॉंं) 27 (2 38॥7 7-5) 
(४) ०0९३ (९/-+-5४४--ह) (30) ९००॥7 (०05९८ 5--00+ 5) 
(22) छा 3 (820 >न॑-ध॥ >0) (८४४) प्‌ ५ पे ) 
पा) इहटाा 0 च | | आ। (हां लक (रा ट कं सं फ्ब |. 
(दा) $ ! जज! (0<:.0<]) (379) ६87] 0 0 <: ४ << प्र 
झ् ] 
(०४) दा) रू कह ता कं ), (“77 < ४ < [) (7) ४०० (77 2.४) 


(2077) ध॥ (97 55) 


..ढै  //--४४--! धर) | 
| वि >>०0॥ ० [४ टेट) हे, के कि कीजिए कि -->-तुत-ज़- 
7, यदि #-द्या हर ) ट्ठ द्धू कीजिए कि का गायक हे 

हे काअायफ जला 
5 आफ पल हे जिए *: 
पक अल ) हो, तो सिद्ध कीजिए कि 

धर ] ं 

बंध. ९ किओ हे । 

9, यदि #->००(7 (पा न यनओ ता ] ही जहाँ 0 <.४<---- है, तो सिद्ध कीजिए 


/ 
क्रि पप , 5 से स्वतंत्र है । 





8, यदि #स्सॉपा। । 





४ ५ नन्न भला ] 4 
0. सिद्ध कीजिए कि 77 ४ के सापेक्ष, (॥ 7 । बन न ) का अवकलज, > से स्वतंत्र है। 








की व #ं 
।]. सिद्ध कीजिए कि जब---< »४< [, तो 80 रू रा 


हे थे 
- ) के सापेक्ष, (ध्या भू ) का 
-- ७४ [ -->१ 


अबकलज 4 है। 


ः ३२७०७ ॥ासकानानतत_करलफक+ कप न 
॥2. सिद्ध कीजिए कि «/[--४ के सापेक्ष, ४०० ् हक पक से ) (४>0) का अवकलज', » के 


सापेक्ष ॥] (४) के अवकलज के बराबर है। 





४ +धं 
43, यदि ऊच्ऋाशा 7 खा हो जहाँ 0<_ 4८< है, तो सिद्ध कीजिए से 
[6६ 


स्वतंत्र है । 


26 


44. 


45. 


6. 


7. 


38. 


गणित 


उपयुक्त प्रतिस्थापन द्वारा समीकरण 
$/ [--+- ९/--४ 55 4 (४-०) 
को प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलतनों से संबद्ध एक समीकरण में व्यक्त करते हुए, सिद्ध कीजिए 


कि १/ न 





(3८ 


चि 6 
मा (08 >, ए ” 442 
यदि ऋच्कांधत7 ( लि ) ही, तो सिद्ध कीजिए कि कक -+550 है। 


हि पा: डे [ 
यदि ;$>-877 (26४4/ --४>८ ) हो जहाँ-- क्र < 4४ <_ प्रदुतह तो सिद्ध कीजिए 


कि 6४८८ जहाँ 9++--- है| 
ब+- 5, है हा है 
_ । 3-- 5 008 ) है 
4223 7 6 222 ० +५०+३४+०० ० लग के 
यंदि #-८०७०08 [ बा हो, तो सिद्ध कीजिए कि 508 : खा है, जहाँ 
थे? | 
(4 आह सु है। 


2/ 2/ ; 
यदि (ह॥ उन पूछ पवा भं। हल हाल हो जहाँ--- < /<< | है, तो सिद्ध कीजिए कि 


“5 हैं| 


एकक [| 


प्रतिलोम त्रिकोणमितोय फलनों के समाकल 


3, भमिका 
इस एकक्क में, हम प्रतिलोम त्रिकोणमित्तीय फलनों से संबद्ध कुछ फलनों के समाकतों 
(70808) पर विचार करेगे। क्योंकि पुस्तक ५ में समाकलत के विस्तुत सिद्धांत तथा समाकलों को 
भात करने की विभिन्‍त विधियाँ स्पष्ट की जा घुकी हैं, अतः यहाँ पर हम केवल इस प्रकार के फलनों के 
समाकल ज्ञात करने के वुछ उदाहरणों पर विचार करेंगे तथा समाकलन की विभिन्‍त तकनीकों को, 
, कुछ प्रइनों को हल करते समय, स्पष्ट करेंगे। समाकलों के मातक परिणामों को सत्य मानते हुए, जहाँ 
भी उनकी आवश्यकता होगी, उनका प्रयोग किया जाएगा । हम यह देखेंगे कि सभी प्रतिलोम त्रिकोण- 
मितीय फलनों की भागों द्वारा स्माकलित (॥0/8/806 09 [075) किया जा सकता है। 


3,2 हल उदाहरण 
उदाहरण 4 : | ...ि। 70 ८॥ का मान निकालिए | 
हुल ; ४7 7. को प्रथम फलन तथा | को द्वितीय फलन लेने पर तथा भागों द्वारा समाकलित करने 


पर, हम [ #.| भी 3 -- | के जर (४ प्राप्त करते हैं। अब फलन का इ को समाकलित 
करते के लिए हम ]--.४-:४* रखते हैं, जिससे 3४४०४--४धंट* है । 


* धान दीजिए कि (/((५)४४ के प्रकार के सम्राकल में ४5२४ (2) के प्रकार का प्रतिस्थापन 
इस समाकल की (/(७(2) )४ (2)/£ के प्रकार के स्माक्तल में परिवर्तित कर देता है । दूसरे शब्दों में, 
इस प्रतिस्थापन के कारण हमें मूल समाकल में संकेत (४ को ४ (2) 68 से बदलना पड़ता है । संकेत ४४ 
तथा ॥ (2) 42 फ्मशः चेर ४ तथा फलने ॥(2) फे क्वकल (ऐरंीथिशा।॥8) कहुलाते हैं। “अवकल 
समीकरणों” ([॥/्षा।॥॥ 4008॥0॥9) दे एकक में अवकल की संकल्पता के विषय में अधिक विस्तुत' 
हप ते बताया जाएगा | इस समय आपको कैवल इसना याद रखना है कि फलन /(४) का अवकल, 
जिसे संकेत ४/(५) से निरूपित करते हैं, .४ के सापेक्ष (४) के अवकलज तथा स्वतंत्र चर .४ के अवकल 
(जो कि वास्तव में अपनी वृद्धि (५० के बराबर है) के गुणनफल के रूप में परिभाषित किया जाता है, 
भर्थात्‌, (/(५४) +5/ ४ (४)४४ है। उपर्यक्त प्रतिस्थापन | --.(१--४१ में, हमने वास्तव में समीकरण के 
दीनों पक्षों में उनसे संबद्ध चरों के सापेक्ष अवकल लिए हैं। प्रतिस्थापत के प्रत्येक प्रइन में आपको इसी 
विधि का अनुसरण करना चाहिए | 
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3.८ दधंट्र 
खाकिए,- जाकर तह 
सन पट 
ध्ल्द्र८ 
२5%/ [--४१--८ 


अतः, ॥++»> शं। ४--९/ [-- 24-८ 


इसी प्रकार, /0087 £& 4४ का मान ज्ञात किया जा सकता है । 


टिप्पणी : समाकल के अंत में जोड़े हुए स्थिरांक ८ को समाकलन का स्वेच्छिक स्थिरांक माना 
जाएगा। 


उदाहरण 2 : [+₹| 77 » ८5 का मान ज्ञात कीजिए । 


हल : भागों द्वारा समाकलित करने पर, हमें निम्न प्राप्त होता है : 





मम 2 धर 

[नल 8 ४ | [के 

कि | 25 
ध्षा] जे --फ 


की [ 
न 40) की शा ् [0 (-+-%१) --० 
इसी प्रकार, हम ॥00:7% 4४ का मान ज्ञात कर सकते हैं | 


उवाहरण 3 ; [-+[8९० 7४ ०, (४->) का मान ज्ञात कीजिए । 
हल : भागों द्वारा समाकलित करने पर, हमें निम्न प्राप्त होता है : 


५८४४4 


| हि 6 8620 “४ निज | >एडइ््लत 
24१ --] 





शक ध 
न्यज 860 फि+ "जाए न्प्प्य्े 


रथ. 
| जज का सान ज्ञात करने के लिए -४-5४०० 0 रखिए, जिससे 4.८--४९० () (थ॥ 0 ८ | होगा । 


रा 82८ 0 (80 0 4 0 
लए >+++ नज्ध्स्स्स्स्ल्स्।े भर सतह अलल-२२२४७०७७«« 
इसलिए, कि कक | [ ध] () 


प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों की सीमाएँ, सातत्य तथा अवकलज 29 


98९० 0 व 0 
म्#--) | $60 0+-00॥ 0 | +-८2 
सयलया | ४]१/२ॉ-- | +८ 
अतः, 4 घ+ए 860 ना | >-+-*/४--] | +८ 
इसी प्रकार, हम [20$207 » 4४ का मान ज्ञात कर सकते हैं । 
प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलमों से संबद्ध अधिक जटिल फलतनों को उपयुक्त प्रतिस्थापन द्वारा 
समाकलित किया जा सकता है। निम्नलिखित उदाहरणों पर विचार कीजिए : 


....  3-+> 
उदाहरण 4 : ॥ , पू>जक )०४ का मान ज्ञात कीजिए । 


हुल ; आइए समाकल को से व्यक्त करें । 
झम्स था 0 रखिए, जिससे 4(६०८४८०१ 0 4 0 है । 


अतः, न ा्‌ न 02 मकान ) 86070 6 0 
वन 7 (8 30) ४९९०४ 4 0 
न 30 3९७०४) 4 0 
पम्प्3 0 ४९०५) 4 0 
ज्ू3[0 ॥ 0-7 क॥] 0 40] (भागों द्वारा समाकलन से) 


मः3[0 (80 0--70 | 5९० 0 | ]+-० 
ध्य 35 7-3 ।74/ ]--४१ --८ 
म+ 32 धा7%- 80 ($+->४) +-€ 





अं शा 77 
उदाहरण 5; हल कलम को » के सापेक्ष समाकलित कीजिए । 
न्‍ दाल शो 
» 87 ४ 
हल : साता वछआ हक नरक हित 
(१ [+-४ 
अब हम ४॥777४*-£2 रखते हैं, जिससे 
2० प्प््तर है | 
है. पक 
इसलिए, न्म्म्ञश 2 धरे: 


वनग्---2 0053 ४--॥००5 2 4४. (भागों द्वारा समाकलन से ) 


स्तन 2 008 2-97 2-- € 
लान- 0 शत ४४-८० (क्योंकि शत 255») 


ते गणित 





उदाहरण 6 : ८+ | 588 | 2 60.7 */ [ गदर | 4८५ का मान ज्ञात कीजिए । 





+>८ 
हल : हम »४८-००8 0 रखते हैं, जिससे 6:४८८--#आं। 0 ४ 0 है । 
ह ]--८७०४$ ॥ 
ए [ वा-+ | पत १/ ४ | $] (| ८/ |) 
इसलिए, ; | 00$ १ 2 ००0 ः 

- का 

3:80 
सन्त | 008 १2 00. ना दि $[7 ( 6॥) 

५) हनन 

2 ९0७5४ ठ 


2-८ +>- | 005 । 2 0 7 । ((), [ पब् ग ] | | 70वें 0 
का () 4 () 
योकि [॥॥--. उू अर अप आक व 

। रत्न ॥॥ 6 | 2 (९(१[ । 2 5 ) 


हु ग्रा ( ; 
माय अत [००५ | 2 (रू का )| 3$॥0 ॥ थ॑ 


क्+ ++ [60098 (77750) शां। 0 ८ 0 
ज+शं] 0 0०08 0 ८ 0 





न्त्स 4 20 4 0 
कि प्र मा मम 
>> जु(--) ज ट2व२०+ ४ ८ 


जहाँ ८ (:-८--+- एक स्वेख्छिक स्थिरांक है । 


उदाहरण 7: सिद्ध कीजिए कि 5 पदक है । 





१/ पट 
हुल : हम 80 7:( न ()] 
रखते हैं । 
इसलिए है 
5 


द ] ! हैं हे हा 
हम देखते हैं कि 0 तथा ->- , 2 की सीमाएँ हैं । अब () से ४ की तदनुरूपी सीमाएँ ज्ञात करनी 


प्रतिलोग जिकोणमितीय फलनों की सीमाएँ, सातत्य तथा अवकलज 3] 


है है हैः ] 
हैं।हम () से देखते हैं कि जब ४:-50, तथ 7--0 है तथा जब अलताठ * पैबे 2त्न -ह है । अतः, 


पर 


मै ] नर 
[ कंगाल | 6 .,, ...- । | 6. 7 
्छ आप जज ह 
() () 


टिप्पणी : उपयुक्त निश्चित सम्राकल, पहले » के पदों में अभिश्चित समाकल ज्ञात करके फिर > 


सीमाएँ हे श 
की सीमाएं 0 तथा->- रखकर भी ज्ञात किया जा सकता है। अधिकतर अन्य निश्चित समाकल 
की भी इसी प्रकार ज्ञात कर सकते हैं । 


*+उवाहरण 3 : प्रथम चतुर्थाश (408074॥) में, वक्त (०प्राए७) #न्+००४ 7४%, 0<9 «7 तथा निर्देशांक 
अक्षों द्वारा परिसीमित क्षेत्र (9097060 7680॥) का क्षेत्रफल (870०8) ज्ञात कीजिए । 


हल : क्योंकि ८८5] पर ०0४77:/:50 है, अतः दी हुई वक्त ४-अक्ष को ४८55] पर काटती है । 
अतः, बाँछित क्षेत्रफल 
] 


के [०० 9 ध॑ 
() 
हम .४:-८००५ / रखते हैं | इसलिए, ध-४४६--७॥॥ £ ६ है । 
जब ६:८८), तब / - ८“ है तेथा जब ४८5, तब 750 है । 
] 0 
इसलिए, प्ले | प्प थे. नन८ +- | बाय थें। 
0 गः़ 
हैँ; 
() () 
०१ ॥ / (९0५ [ || 5 -| (९0१9 / (! 
पर 4६ 
4५७. 


| 
फिियिलत+++ | + [7 [ | 

ग्‌ 

2 


न 
इसलिए, बाँछित क्षेत्रफल ! है। 


गणित 


32 
प्रदनावली 3.4 


» के सापेक्ष, निम्नलिखित फलनों को समाकलित कीजिए : 
(7) ४ 7 २ 
(५) ४ (8॥7 ६ 





]. 
() ४ 8॥7 » 
(#) >7 शा 7 
|| ) हे  क् ( कन्‍न 
(9) 009 7 3], (%४->) (४) आंत्र/|[ +/ ४ ) 
हु 
(५) (877 (५/% ) (शांत) 7 धए? (3७) 
; | ) (अंप्र० 0१ 
(0) ऊझठ हा 7 (--) (3) (87॥7 .४)* 
(0) & ((॥ 7 3) (४7) ४ 7 (2४--3) 
7 ७ ५. छा 
8 7/४ गज 
हक 
8]॥ 7.९ 





(>व। )ैः हा 


(30) | 8॥7 73 
2 के सिलाइक 


कि जा 
[--.६४१) 

४77 (४ ५ ) ...._ 0 (82८07 0) 
मां: प८ हि शक विन अर लीत पर बरी (कक (>7 । | ) . अर किक ला 
/ [--» ऋण ४४--| 

ट, हद [- ४ 
(ड) (छा | ५/ पं ] 
) ]+-< 


(2८४77) 





2. सिद्ध कीजिए कि 


। नकल १४० 

(7) | 8077 ८ 50% ७०), 

0) 

४ (077 5)४ ककन्यूत जु: [ |+-- 2 
ट 


(7) 


हे 2 
8 7 (जय ००२४ 7 6--]0 (+- 6? ] 


(॥!/) 


(2) कै.>०>०्मण्तननमु, (3 3०७००००३००००म०+रहूई 


| 
3 | (00$ 7.:)१ 6४ का मान ज्ञात कीजिए । 


() 
के शा हि यम में रे पे 
4, वक्त ॥--३०0868073.0, (६: ए< “777 >>भक्ष तथा रेखाओं ७८८ | और ४८-०2 द्वारा परिसीमित 


क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए । 
5. प्रथम चतुर्थाश में, वक्त 7->5०0०07%, 0<»बक, निर्देशांक अक्षों तथा रेखा >ब्ऋा द्वारा 


परिसी मित क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए | 


अवकल समोकरण और उनके हल 


एकक [५ 


अवकल समोकरण 


4.] भुमिका 


आपको याद होगा कि पिछली कक्षाओं में हमने बीजीय तथा त्रिकोणमितीय समीकरणों का 
अध्यम्रत किया था। हमने इनके हलों को ज्ञात करने की विधियों तथा इनके ज्यामितीय महत्व के बारे 
में भी अध्ययन किया था। इस एकक में, हम एक भिन्‍न (हीशिआ) प्रकार के समीकरणों के बारे में 
अध्ययन करेंगे जिन्हें अवकल समीकरण (ताललाहं॥। ०वृष॥०॥5) केंहा जाता है। ये समीकरण 
भोतिक विज्ञान, जीव विज्ञान, इन्जीतियरी तथा सामाजिक विज्ञान के अन्तर्गत अनेक प्रकार की स्थितियों 
में हमारे सम्मुख उत्पन्न होती हैं। अवकल समीक रण की परिभाषा देने से पहले, हम यह स्पष्ट करेंगे 
कि शब्व “अवकल (कलिशात॥|) से हमारा क्‍या तात्पर्थ है । 


4.2 अवकल 


आइये एक फलन »<5/ (४) पर विचार करें। 5 के सापेक्ष (४) का अवक्षलज /' (५) है 
तथा हम 
सीमा /४॥ बलि 
लिखते हैं, जहां (७४ तथा (७७ क्रमश: » तथा # में छोटी बृद्धियां (00708) हैं। ऊपर से यह 
निष्कष निकलता है कि 


८7 (४) +8 


जहां &, ५: [| जिसे अनंत सुक्ष (7008॥॥)]) कहते हैं | का एक फलन है, तथा जब (३ .४->0, तब 
6-»0 है । 
अतः, (00 ४ :त (0) /0४+-४ /७५ 

क्योंकि & तथा /५४ दोनों बहुत छोटे हैं, इसलिए इसका गुणनफल #& /3७, गुणतफल 

/(४) (४७ की तुलना में एक उपेक्षणीय राश्षि होगी, अर्थात्‌ इसे छोड़ा जा सकता है। इसलिये, भाग 

(४) 0४ को /५७ का मुख्य भाग [फटा 0870) कहते हैं। मुख्य भाग / (४) (0४७४ को 

फलन )«६/(>) के जवकल (कशिशाएत्री) के रूप में परिभाषित किया जाता है तथा इसे चिन्ह (९ 
से निरूपित किया जाता है। अतः, 

पर जय (5) ० (|) 
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अब हम स्वतन्ब चर (00कशातपंजा। श्थापक्ष)०) 5 का अबवकल ज्ञात करेंगे। हम (।) में 
सा (४) 55४ रखते हैं। क्योंकि /“ (५४) -+| है, इसलिए () से हम 
धैएनन (3 ४ (2) 
प्राप्त करते हैं । इस प्रकार, स्वृतन्त्र चर ६४ का अवकल उसकी वृद्धि 25 के बराबर है । 
(|) में ५४-54 रखने पर, ह 
0५75६ (५)०५ (3) 
प्राप्त करते हैं। अत: किसी फलन ४5) का अवकल, उस फलन के अबकलज तथा स्वतन्त्र चर के 
अवबकल के गुणनफल से परिभाषित होता है । 
यदि हम फलन 9-5 (») के अवकल का अवकल लें तो इस अवकल को द्वितीय क्रम का अवकल 
(8९८णात 000 तांलिशाएत ) कहते हैं तथा इसे ४०9 से व्यक्त करते हैं । इस प्रकार, ध(०४४) स्व 
है । इसी प्रकार, तृतीय, चतुर्थ इत्यादि क्रमों के अवकल परिभाषित किये गए हैं तथा इन्हें क्रमश: ४9, 
धं।9, इत्यादि से व्यक्त किया जाता है । 
टिप्पणी : ऊपर (3) से हम देखते हैं कि 
रा हा _ ? की अवकल 
४ 3 का अवकल 
अतः, किसी फलन के अंबकलज को दोनों अवकलों का अनुपात (&080) माना जा सकता है। 
धर) 


इस बात से आइचर्य हो सकता है कि हम एक ही संकेतन कर को दी भिन्‍न क्षर्थ दे रहे हैं । 


अवकलज की परिभाषा देते समय हमने इसे अनुपात हर की सीमा, जब /६.७->0 है, के रूप में 


ध्‌ | 
परिभाषिप्त किया था। इस प्रकार, इस सीमा को व्यक्त करते के लिए हा को एक संकेत (एक अनुपात 
नहीं) के म्प में लिया गया था। अब हम उसी संकेत को एक दूसरा अर्थ दे रहे हैं, अर्थात्‌, उसे दो अब- 
कलों का अनुपात मान रहे हैं। इस अम को दूर करने के लिए कुछ लेखक, अवकलों के अनुपात की 


है ५... है नि 
रे निहूपित करते हैं तथा संकेत का को केवल अवकलज के लिए रखते हैं। परन्तु जैसा कि हम 
सर ब 


है ने ही गर। भें री म ह 
देख चुके हैं कि दोनों अवकलों का अनुपात, अवकलज रा के समात्त है, क्योंकि इनमें से प्रत्येक / (४) 


के कक क्त हर रथ कण बिक #. ] ल 
के बराबर है । इसलिए यदि हम दोनों के लिये एक ही संकेत दर का प्रयोग करें, सो किसी प्रकार थने। 


है 


अम की कोई सम्भावना नहीं है । 


4.3 अवकल समीकरण की परिभाषा, क्रम तथा घात 


अबकल समीकरण एक ऐसी सम्तीकरण होती है जिसमें अवकल या अवकल गुण्णांक (अवकलज) 
सम्बद्ध होते हैं। कुछ अवकल समीकरणों के उदाहरण निम्नलिखित हैं : 


है स्न्शा 3 
हक () 


अवबकल समीकरण 28, 


दी (2) 
पड 
पतन (एच (3) 
ख्तर न एछ9 (4) 
४४ ० 4 
[ 0 ) तक 028 ) कम (5) 
४ धः 


€ +.९ 
.. (५9 ४ 
क प के 7 हब (7) 


4४9 जल 
चंडी 
8 मर 
$ धंड... ध५४ 


श््यु (४) 

अध्ययन को सुगम बनाने के लिए, अबकल समीकरणां को उनके क्रम (०१९) तथा घात 

(687९९) के अनुस्तार वर्गीकृत किया जाता है । एक अवकल समीकरण का क्रम उसमें निहित अधिकतम 

अवकलज या अवकल का क्रम होता है । इस प्रकार, समीकरण (]), (3), [4), (60) तथा (8) प्रथम 

कम (गरि5 एव) की हैं जबकि समीकरण (2), (5)तथा (7) द्वितीय ऋम (5०९०७ 07007) की हैं । 

एक अवकल सम्तीकरण की घात उस समोकरण में अधिकतम ऋ्रम चाले अवकलज (या अवकल) 

की घात* होती है जबकि उस समीकरण को अवकलजों के सन्दर्भ में करणी (एशव0॥|8$) तथा भिनतों 
((78८४0०॥5) से मुक्त कर लिया गया हो । 


अबकल समीकरण, () ,(2), (3) और (4) प्रथम घात (7 0०४९४) की तथा समीकरण 
(5), (6), (7) भीर (४), द्वितीय घात (5९८णाते त९६7९०) की हैं। इस एकक में, हम केवल प्रथम 
धात की कुछ विशेष अवकल समीकरणों के बारे में ही अध्ययन करेंगे । 


4.4 अवकल समीकरण का हल 


अवकल समीकरण 

4) 

पड 

पर विचार कीजिए | हम देखते हैं कि 9.३४, # -3४-०।, #..3.ए--2, इत्यादि, इस समीकरण को 
सन्तुष्ठ करते हैं। हम कहते हैं कि ये इस अवकल समीकरण के हुल (00७) हैं। व्यापक खूप में 
>ल|3>2--४, जहाँ 2 एक स्वेच्छिक स्थिरांक है, इस समीकरण को सन्तुष्ठ करता है। हम कहते हैं कि 
/-3४--० उपयुकक्‍त अवकलत्न समीकरण का व्यापक हुल (_शाशब्र 5णएांणा) है। ८ के विभिन्‍न मानों 


9 


+एक अवकल समीकरण में अधिकतम क्रम वाले अवकलज (था अवकल) की घात उस अवकलज (या 
अवकल ) का अधिकतम धत्तात्मक पूर्णांकीय घातांक (90ा॥9७ वध ७४००॥०॥६) होती है । 
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से प्राप्त हलों को चिश्िष्ठ हल (एन्लापीट्योत्रा' 5णंजांणा$) कहते हैं । इस प्रकार, यह स्पष्ट है कि एक 
अवकल समीकरण के अनन्त हल हो सकते हैं । 
आइये एक द्वितीय क्रम की अवकल समीकरण 


पर विचार करे। यह समीकरण 
एप शा ४, 
४#5-2४--शं॥ >४+-, 
9४5७-३७:--७॥ 7-5, 
इत्यादि द्वारा सन्तुष्ट हो जाती है । 
व्यापक रूप में, 
9७5८/४--७४७॥) >न-८५ क्‍ 
जहां ८; तथा ०; दो स्वतन्त्र+# (धातशाभातशा।) स्वेच्छिक स्थिरांक हैं, दिये हुए अवकल समीकरण की 
संतुष्ट करता है । स्पष्ट है, 7-८५ --अ॥ ४-+-०८५ उपर्युक्त अवकल समीकरण का व्यापक हल हे । 
एक अवकल समीकरण के हल को, उस सम्रोकरण के चरों को सम्बन्धित करने वाले ऐसे सम्बन्ध 
से परिभाषित किया जाता है जिसमें उनके अवकलज न हों और वह दी हुई अवकल समीकरण को 
सन्तुष्ट करे, अर्थात्‌, जिससे दी हुई अबकल समीकरण, तककों द्वारा प्राप्त की जा सकती हो | 
उपर्थयक्त उदाहरणों से यह स्पष्ट हैँ कि किसी अवकल समीकरण का हल, जिसमें स्वतस्त्र 
स्वेच्छिक स्थिरांकों की संख्या अवकल समीकरण के क्रम के बराबर है, उस अवकल समीकरण का व्यापक 
(या सम्पूर्ण) हल होता है । 
व्यापक हल के स्वेच्छिक स्थिरांकों के विशिष्ट मात्तों से प्राप्त हल अबकल समीकरण का एक 
विज्ञिष्ट हल होता है । 


4.5 अवकल समीकरण हल करने की विधि 


पिछले अनुच्छेंद में हमने कुछ अवकल समीकरणों के कुछ हलों के बारे में विचार किया था। अब 
हम इसकी विवेचना करेंगे कि ये हल कैसे प्राप्त किये जा सकते हैं। वास्तव में, विभिन्‍न प्रकार के 
अवकल समीकरणों के हल ज्ञात करने की कई तकनीक हैं। हम यहाँ पर केबल तीन सरल प्रकार की 
अवकल समीकरणों (या अवकल समीकरणों जो सरलता से इस प्रकार की सभीकरणों में बदली जा सकें) 


*#अवकल समीकरण के व्यापक हल में दो स्वेच्छिक स्थिरांकों को तब स्वतन्त्र कहा जाता है 
जबकि इस हल के समतुल्य कोई ऐसा सम्बन्ध प्राप्त करना बिल्कुल संभव न हो जिसमें स्वेच्छिक 
स्थिरांकों की संख्या पहले से कम हो । उदाहरणाथं, हल ४-|-०८८॥॥ (८9)) में दोनों स्वेच्छिक स्थिरांक 


2८, और ८, स्वतन्त्र नहीं हैं क्योंकि इस समीकरण को ७0०5-८० ४४, अर्थात्‌ /--+.4०* (जहाँ 4-- 


8] 
दर है) के रूप में लिख सकते हैं और इसमें केवल एक ही स्वेच्छिक स्थिरांक 4 है। 
| 
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के हल ज्ञात करने तक अपने को सीमित रखेंगे । ये नीचे दी जा रही हैं : 


४0 आर | 
जज (।) 
प्र 

दि 0050) मु 
20 और की 

न कह) (3) 


() के प्रकार की अवकल समीकरण का हल* प्राप्त करने के लिए, हम पहले समौकरण के 
दोनों पक्षों का अवकल 6६ से गुणा करते हैं, जिससे 
प/ज्जा (3) ५ 
प्राप्त होता है। फिर हम व्यापक हल ज्ञात करने के लिए, दोनों पक्षों को समाकलित करते हैं। इस 
प्रकार, () का व्यापक हल 
»नई 7 (६) 0४--८ 
से दिया जा सकता है, जहाँ ८ एक स्वेच्छिक स्थिरांक है । 
(2) के प्रकार की अवकल समीकरण का हल प्राप्त करते के लिए, हम पहले समीकरण के दोनों 
पक्षों को ०६ से गुणा करते हैं तथा फिर इसकी 
पं प्ज (६) ४ (4) 
के रूप में लिखते हैं। हम देखते हैं कि सभी व्यंजज जिनमें » है एक पक्ष में हैं तथा वे जिनमें & है, दूसरे 
पक्ष में हैं । हम कहते हैं कि हमने चरों को पृथक्‌क+। (इ८[४7४0) कर दिया है । अब हम (4) के दोनों 
पक्षों की समाकलित करेंगे, जिससे हमें मिम्न हल प्राप्त होगा : 


| मम ब्द्ा | / (3) ।४--८ 
(दोनों पक्षों में दो स्वेच्छिक स्थिरांकों को जोड़ने की कोई आवश्यकता नहीं है, क्योंकि इन दोनों 
स्वे्छिक स्थिरांकों को संयोजित कर एक नया स्वेच्छिक स्थिरांक प्राप्त किया जा सकता है।) 


(3) के प्रकार की अवकल समीकरण, जो एक द्वितीय क्रम की अवकल समीकरण है, को निम्न 
प्रकार से एक प्रथम क्रम की अवकल समीकरण में परिरवातित करके हल किया जा सकता है : 
माना, 30 | (5) 
(5 
क्योंकि ७, ,४ का एक फलन है अतः » भी ४ का एक फलन होता चाहिए । (5) के दोनों पक्षों को ४ के 
सापेक्ष अवकलित करने पर, हम 





*जब तक कि अन्यथा कहा त जाए, आगे शब्द “हल से हमारा तात्पर्य “व्यापक हल" से होगा । 
क+कछ लेखक इसे “चरों को पथक करने की विधि” (॥शधा0्त 0 डशुक्रा्भाणा ० प्रशा4025) 
कहते हैं । 
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कक 
धर... ४ 
प्राप्त करते हैं। अत:, दी हुई अवकल समीकरण 
न) 
हो जाती है। इस समीकरण के दोनों पक्षों का अबकल 6&% से गुणा करने पर, हम 
4१ (3) धं& 


प्राप्त करते हैं। इसे समाकलित करने पर, हम 
श्न्त (>>) 4४-+-५ 
नः9(>)-+० द (0) 
प्राप्त करते हैं, जहाँ ४(४) >+/ / (>) 4» है तथा ०, समाकलन का स्थिरांक है । 
(5) से » का सान्त (6) में रखने पर, हम 


“>ऊपा त्त9 (४ ) -०। 


प्राप्त करते हैं। इस सभीकरण के दोनों पक्षों का अवकल 4» से गुणा करने पर, हम 
धर) --4$(2)4४--० व: 
प्राप्त करते हैं । पुन; समाकलित करने पर, हम 
955/४ (+)4%-- ०8४०४ --८५ 
फ २०(3) +व्छन॑० (7) 
प्राप्त करते हैं, जहाँ ५(४)5-5/४(:४) ४ है तथा ८ समाकलन का स्थिरांक है जो ८ से स्वतस्त्र है । 
समीकरण (7), दी हुई अवकल' समीकरण का बाँछित व्यापक हल है । 
' टिप्पणी : हल ज्ञात करने की उपयंकक्‍त विधियाँ अवकल की. संकल्पना पर आधारित हैं। 
4.) 
वंड 
हैं । क्योंकि समाकलन (776878007) को अवकलन (तांगीि॥:७॥॥9॥07) के प्रतिलोम (7५678७) के 
रूप में परिभाषित किया गया है, अत: यह निष्कर्ष निकलता है कि यदि 


कक को अवकलजों के संकेत मातकर भी इत भवकल समीकरणों को हल किया जा सकता 


6.7... न 
सम (») हो, 
तो ' »ब्||[ / (७) 4४ 4-८ होगा । 
साथ ही, यदि “+ 5 (>]) 
.. & / ८४५ 3__ 
अर्थात्‌, यदि बह ) (४) 
तो . न नन्‍ताज (उ)कंन-ल 


(>) +-८, होगा, 


कल गमीकरण 4 


जहाँ, (४ )४5७॥ [६ )कष् है । 
इसलिये, 09% के 8 ) ० | 4.४--८५ 
++(४(०) 4४-- (४ -|- ८५ 
45 8 ८ )-+>लऊन॑-८९ 


जहाँ # (8 77%] 3 ४ है| 

4.0 हल उदाहरण 

उदाहरण | : अवकन समीकरण कान क््ः ज्स्त को हल कीजिए । 
६4. व 


हल : समीकरण से, हम 

हि श्र 
हक । 
प्राप्त करते हैं । दोनों पक्षों को समाकलित करने पर, हम 


४0% - पर 








या, लय | ॥( [-+-.४४) +८ 
प्राप्त करते हैं. जहाँ ० समाकलन का स्थिरशंक है । 


हा , हर रे 
उदाहरण 2 : प्र व्य्छतान ६ 008+0--.४ ?० को हल कीजिए । 
(.ए 


हल : दोनों पक्षों को अवकल' ४४ से ग्रुणा करने पर, हम 
(9 न (आकर 0७080 --5 ४०) (ए 

' प्राप्स करते हैं। दोनों पक्षों को समाकलित करते पर, हम 
विए-<शंबीए 00520 वर -- [४ €त:९ 
प्राप्त करते हैं । 

अब, झारए एत0$5%0 त्क्‍-+हई ( [--०0०४%४) ९०४7४ झत २ धं४ 

। प्यय 00545 ध॥ 5 ध॑४--॥0०090%2 शा। 5 व: 
माना ००४ न हैं। इसलिए --8॥॥ 5४ तं४# था होगा । 
इसलिए, (8॥% 008% त।ए+---+ [7 ३- [/447/ 
2 


साथ ही, ##८धं::८४४४-- | ,९९४:८.. (भागों द्वारा समाकलन से ) 
नन्जे8ी -- 
प्न (--! )6४ 
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अत: वॉछित हल 





6 हा 8 के था 
है गम मर हवन हे न (&-- ॥ ) ८४ न ९ है | 
उदाहरण 3 : 50. “/ को हल कीजिए | 
धर&.. शा न-0055४ 


हल : हम दी हुई समीकरण को निम्त प्रकार लिखते हैं : 


धं: 


4 0 कल कल 
१५ 87747:/-- 0087: 


दोनों पक्षों को समाकलित करने पर, हमें निम्न प्राप्त होता है : 


80 ६ न ९0$7.४ 
//& 
(85६ |-0082%)*--- 28[72 0057: 


| 
| 
मा, 
| 
| 


अर्थाते, > 


8१222:--008$22४-- ४525 








852:2-+- $9॥52 5 
े | 8९022: धर 
| -+ 827 
8॥ 25 >>ड रखिये। अतः, 2860225 :४-- धेंड होगा । 


इस प्रकार, रत 2 । हि हल 


अब, 2--«/ 268॥ 0 रखिये | 
इससे, 42:--५/ 2 8००१७ ८॥ होगा । 


इसलिये, की ड| __$002840 _ 
क्‍ /' ४ 2 | उठ छाप 


। [6 ४९०१(४० 0 
(2 86020 नल जा 


4 8 8 5 यह जल) 20 
हा 0ल्‍न्‍धा] 7 । जन अआाधद्वा * कह न ) है | 
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। 
है “: (पा) 


हे ( छ 2 ४ 
भी 2, 


92 ) कम 
उवाहरण 4 : निम्नलिखित अवकल समीकरण को हल कीजिये : 
५४(9--) ध.४+ ४ (७ -)47 ८0 
| ध्यान दीजिए कि दी हुई अवकल समीकरण, समीकरण 
अल को यश, 
पं 9४(४-- ) 
के समतुल्य है, जो अनुच्छेद 4.5 में दी हुईं समीकरण (2) के प्रकार की है ॥] 


हल : चरों को पृथक करने पर, हम 


० ० / 
नल धरे मम कण. ऑआन-+ १ 
--| शा] 


प्राप्त करते हैं। इसको समाकलितस करने पर, हम निम्न प्राप्त करते हैं 





॥४--«] -- | >>] --] 
या, 44% ०२००१०+++++++++ है? ॥0 0 क3 अंत, ० /ना>+०>०+क++ ८ डकतक दर 
| गज मम पक] 
१४-.- | ((ए हट -- रपट 
गए... टिट #क +प +- [चिप ऋ- 
#>- | ॥ 0 । 3] कतत] 


या, ((हन-)क नव | ।०+ण | न|त++। (5--। )/6४--॥ | ४-+ | 
या, 7 कक | ४9-+ | स्नान “४-० | (--] | +८ 


या, धवन +-2 (४-3) 2 ! | (४--] ) (४/---7) | 5"5205८/ (माना) 
जो वॉछित हल है । 


उदाहरण 5 : निम्नलिखित अवकल समीकरण को हल कीजिये : 


४ छा) 
बंद 
प्‌ 


( न 
बक्रि प्रतिबंध यह है कि जब ७ 5), तब (0 तथा 0 हैं। 
हल : दी हुई अवकल समीकरण के दोनों पक्षों कों समाकलित करने पर, हम निम्त प्राप्त करते हैं : 


८ 


प्न्ल | जे बात 0 तें.ए 
धंड ! 


सम जा 008 ह-3> 2, 205 5 धर ( भागों द्वारा समाकलन से ) 
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नतझाओंं 6008 0नै-2[७ धं। --|भं। 5 /४ | (पुनः भागों द्वारा 
समाकलन से) 

स्ः-न्ओा 005 रन 25 ४0 ४+--2008 उन+ल 

4) 


जब हैक _ तब हु 5-38, है | इसी लिये, ('] स््य+-+ 2 


र्धं व , 
अतः, पा म+-+५+ 009 ७न-2.४ हा ४न-न-20098 2 
हे 


पुनः समाकलित करने पर, हमें निम्न प्राप्त होता है : 


अ्नन-जिओ 0085 बें७न-2[- 87 ज त४+-2008 3 त॑५---2/ व 
अब, (८ ०03 ४ # 
नम? 8 -- 2. | हज व 
न्त पे 8 (--2[-.४ ०08 ४-+5.|०08 .४ 6.४] 
न्म्ड् हो 0न2.0 005 (०-20) ४ 
तथा ४ शत & वें: -++--४ 005 ४--॥०05$ ४ ४ 
न्+--.४ 008 ४+शा ९ 
अतः, अव्ा++ओ भगत >--2.0 008 ४-++टे ४ ४--2-४ ५08 ४--४ $॥ ९ 
+-28॥ ,---2.४+- ९५ 
स्म्नाओ 8 --4.७ ९८08 0 40 8 .--०2.0+-९॥ 
जब ४-50, तब 77८0 है । इसलिए ८, ::८0 
अतः, ४955 [6-5 ) ही (--4४ ०08 +--2. 
जो वॉछित हल है। 
ध्यान दीजिए कि यह एक विशिष्ट हल है, क्योंकि इसमें कोई स्वेच्छिक स्थिरांक नहीं है । 
उदाहरण 6 : एक कण (70008), जिसका प्रारम्भिक वेग (ए७०००) ४ है, स्वतंत्रतापुर्वेक गुरुत्वा- 
क्षण (8#णा9) के अन्तर्गत एक स्थिर त्वरण (0०८|७/३४४0॥) 8 से नीचे गिर रहा है। समय / पर 
कण का वेग » तथा उसके द्वारा चली गई दूरी & ज्ञात कीजिए । 
है ब है ६8 (43) ः 
हल : हम जानते हैं कि समय / पर, कण का वेग तथा त्वरण ऋरमछ: कू था ढाोरा व्यक्त किए 
जाते हैं। क्योकि गुरुत्वाकर्षण के अन्तर्गत स्थिर त्वरण & है, अतः हमें निम्न प्राप्त होता है : 
धः ( | 
पोशि ल्न्ह्ु ) 
(!) को समाकलित करने पर, हम 
धर 


“>> स् 7/--८ 
(4 8 छू 


है ध& के 
प्राप्त करते हैं। जब /--0 तब जात है, क्योंकि कण का प्रारम्भिक वेग ४ दिया हुआ है । 
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इस लिये . (च्या [॥ 


इस प्रकार, सह -॥ ( 2) 


जिससे कण का किसी समय / पर वेग 9 प्राप्त होता है । 
(2) को समाकलित करने पर, हमें 
४न|" टं ध/+ ४ थी 


मा “४-८५ 
लन्ड हि 
प्राप्य होता है । जब 7:-0 तब ४5-50 है, इसलिये ०८550 है । 
+ [ ) 8॥ 
अत, #न्नहां पी प्र 8/£ 


जिससे किसी समय / पर कण द्वारा चली दूरी ४ प्राप्त होती है । 


प्रसनावली 4, 
. निम्म में से प्रत्येक अवकल प्रमीकरण का क्रम तथा घात ज्ञात कीजिये : 
मा । पी 
9 आओ 


( 8 ) रथ |" च ता - | र्ष . -]/९ (' - (] 


हर ( 6 ) ( 
६ अं हक है अननक ग्: 
(0) ( हम जज पा ल॥ 


* पक अदरक अल 6! 
।(क्‍ ॥! ) 2! “05 न ९ 0४77 -- १, जहीं / गा 
क्र , से 
( )! ) न अं, «बी जिओ दटतए ११४ 
(४. ६ 
रत 


2. जाँच कीजिये कि )--४-- | «0, अवेकल समीकरण 
(॥४->. 0 वए--(४--+१)तै नी 
का एक हल है। 


3, जाँच कीजिए कि ९ के प्रत्येक मान के लिए, 05८ (४४--४) ॥॥ (८४), अवकल समीकरण 


पु धें 
(20-०४) 9-० (32--] ) >स्|५---2:४ --४ को संतुष्ट करता है, जहाँ » रू पा है । 
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4. जाँच कीजिये कि #55८४----- तथा #ध्म-465 दोनों ही अवकल समीकरण 


ध्रंछ धर दि 
व, ८ --> को संतुष्ट करते हूँ । 
0 आक के 


42 ( धर ) की 
॥ पाएज- 
5. दिखाइये कि यदि ,>-5.42 . हो, तो 5 बा शक हीगा । 


270 धर ] 
6. दिखाइये कि यदि >>->० हो, तो 72 ०७ [ 2+--- ) होगा । 


7, निम्नलिखित अवकल समीकरणों में से प्रत्येक का व्यापक हल ज्ञान कीजिये : 


(४) हल घन. +र-- (7) हि म्च्जव) 

(7) (!+00$ ४) 479*+(]--०08$ >) त॑४ 

: _42 जट 3 डे ८ ७७४ ३५०...... 
8) न 8 बए ० लत या 


हक कब: हे: 5)-2- कप रह 


(शा ) का ता 00970 8॥$४ +- ५ 27 --] 


(/४॥) (>+2) 7 ल्‍50+47-9 (7४) (४१--॥) ला 
(2) ब.४-२(2४--2.0-+-2) 49 (ए). शायर की च्आा 4 
(७7) (४”--९ ०“) पक ८* (अंत) १/]--४ ॥फच्न्ज्न व 
(79) ब/-+-227 47८5-5० तं, (0४) ४) (9-4]) 4) न|(.४४+०])) 4४ 


(29४) ((--०१) 49-+->) बंएन्स>9 धं. 
(जग) (.४--७ २) 2/+-(9४-+- ४१५०) ४:0ल्‍50 


कप । 
(>शॉं) न बम &४+४ 
प्र 


- (खां) ४९०१ च्रा 9 बं:न-8९०१४ ६ 450 


4) डे 
(22) क्ंत्र "४ था (:/)) क्‍ (०.४) <-2'... 
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; श धं29 
ही नए ता 7 | हट) द--उदासताशण? २ 
| ]. 629 4“9 
टी चने जया स6 क्तोी, 00४ अन्दर 7 । 
' हे (20४0) की 
459 40:80 
पी) >“->5-7४००8 3-४ 9॥) 3.४ आओ +प्रान्ताशँं रे 
22, पैड के ॥ ! 4.९६ 


| 


( अप ) का 8080९ 


/) ( 
8. अवकल समीकरण ॥॥ ॥ ता ) -> 3:0--49 का विशिष्ट हल जैते कीजिये, जबकि दिंया है 


कि ४<-0 होने पर 7-0 है । 
9, 8॥ [ हा ) >-0 की विशिष्ट हल शत की जिये, जबकि यह दिया है कि ४5२0 होने पर 


अस्त हैं । 


पं» 


0, री न्‍च् की विशिष्ट हल ज्ञात कीजिये, जूबकि यह दिया है कि अस्ः0 होने पर 


हल हैं। 
2) है 
[], यदि हस्त 60 दा ] हो, जहाँ #॥ एक शुस्येतर पूर्णाक है, तथा यदि >स्सा होने 
7 हा हे है 


प्र रा >>) और 3८0 हैं, तो उपर्यकत अबकल समीकरण का विशिष्ट हल ज्ञात कीजिये । 
कि भ 


4८ 
42. किसी वस्तु की बताने की उपांत लागत ( जयशाग्श ००४) ० (&) _+ पक ४57. 558 


द्वारा दी गई है। यदि ८((0)77)09 दिया है, तो संपूर्ण लागत फलन (+008| 008 [090/07॥ ) 
०४) जात कीजिये । 

3. ठण्डी होती हुई किसी वस्तु की तापमान ( (॥ए0क्षक्षाएा/8) 7; जिस दर से गिर रहा ह्ठै 
बहु अंतर 7......$ के समानुपाती है, जहाँ & परिवेश माध्यस (8077०प॥५78 70०0|एा०४ ) 
का स्थिर तापमात्त है | 


पर थ। 


इस प्रकार, “फू क्‍या (5) क्‍ 
है, जहाँ & (220) ५ स्थियंक हैं तभा / समय है । यदि यह दिया है कि 2 (0)₹77“ है, 
तो उपर्युक्त अवकल सप्तीकरण को हल कीजिये । 


44, मनोविज्ञान ( 93५०॥० ०४५ ) में, उद्दीपत अनुक्तिया (8४एणो४१ ए८४०00०॥8७) की एक मॉडल 
(77006) यहेँ दखाता है कि उद्दोपन (8पप्रण७४) के सापेक्ष प्रतिर्क्रिया (788०० ) + 
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के परिबर्तेत की दर, & के व्युत्कमानुपाती (॥एआ$णेए ७छ/0907709/) है, अर्थात्‌ 
मी. 
धर. $ 
है, जहाँ ८( 770) कोई स्थिरांक है। उपर्यृकत अवकल समीकरण को हल कीजिये । 
5. प्रतिरोध (#6&88708) तथा स्वप्रेरकत्व (8थनिएतप्र८नक्षाए००) वाले विद्युत परिपथ 
(७6८४०० ०7०ण्रा)) के लिये विद्युत-वाहुक बल (९०८४०70098 070७) का समीकरण 
रे धरा 
>-/धरन॑-7, प्रा 
, जहाँ // परिपथ को दिया गया विद्युत-वाहक बल है, #, प्रतिरोध तथा #£ प्रेरण 
707०00॥7) का गुणांक है। समय / पर घारा (०प्राए॥) 7 ज्ञात कीजिये, जब 


) 2550 है तथा (7) # एक शून्येतर (॥07-2670) स्थिरांक है । 


है 
( 
( 


्रिकमो। गार्भित 


एकक ४ 
निर्देशांक 


3.4 भृम्िका 


हें जानते हैं कि एक तल (9|॥॥0) में किसी विन्दु की स्थिति दो संख्याओं द्वारा मिर्धारित की 
जा सकती है। ये संख्याएं दो परस्पर लम्ब रेखाओं, जो निर्देशांक अक्ष (००००॥80० 8४०७) कहलाते 
है, गे इस बिंदु की दूर्रियाँ निझूपित करती हैं। व्यवहारिक जीवन में हम यह धराशा नहीं कर सकते हैं 
कि बिन्दु हमेशा एक तन्न में ही स्थित होगा । जब हम किसी इमारत को देखते हैं तो हम उप्तकी लम्बाई, 
चौड़ाई तथा ऊंचाई के बारे में सोचते हैं। जब हम किसी उड़ते हुए पक्षी या पतंग को देखते हैं तब हम 
आकाश ($9॥००) में उसकी गति को देखते हैं। इस तिविमीय आकाश (४706 थ।।शाशंणान। 89808) , 
जिसमें हम रहते हैं, के कारण त्रिविभीय ज्यासिति का अध्ययत करता आवश्यक हो जाता है । 

आहये, एक हवाई जहाज की हवाई अड्डे से उड़ने के पहले व बाद की स्थितियों के बारे में 
विचार कर । जब तक यह भूमि पर स्थित है, हम इसकी स्थिति को दो लम्ब रेखाओं के संदर्भ में, जो 
कि भ्रूमि पर खींची गई हों, उन दी संख्याओं की सहायता से निश्चित कर सकते हैं जो इन रेखाओं से 
उसकी दूरियाँ मिछपित करती हैं। परस्तु ज्यों ही हवाई जहाज उड़ना आरम्भ करने के बाद भूमि से 
ऊपर चलेगा, हम उसकी स्थिति को केवल दो ही संझ्याओं द्वारा निश्चित नहीं कर सकते । भाकाश में 
हवाई जहाज की स्थिति ज्ञान करने के लिए, हमें आकाश में एक अन्य निर्चत रेखा खींचनी पड़ती है 
और इस प्रकार हमें तीन संस्थाओं की आवश्यकता होगी जो इस तीनों निद्िचत रेखाओं से हवाई जहाज 
की दरियाँ निरूपित करती हैं। इस प्रकार, हम देखते हैं कि आकाश में किसी बिच्छु को स्थिति को 
निरूपित करने के लिए तीन संख्याओं की आवश्यकता है। 


5? त्रिविभीय आकाद में निरदशांक अक्ष तथा निरदेशांक तल 

अब हम निर्देशांक अक्षों तथा निर्देशांक तल्ों को पुरः स्थापित (॥700706) करके तल में 
बिल्दओं की संवल्पना का आकाश के विश्दुओं के लिए व्यापकीकरण करते हैं। हम तीन तल इस प्रकार 
लेते हैं कि वे एक बिख 0 पर मिलें तथा एक दूसरे पर लम्ब हों (देखिये आक्षति 5.) । इन तीनों 
तलों की प्रतिश्शैदी रैखायें (0४%, ५९0५ तथा 702 क्रमशः >-अक्ष, #-अक्ष तथा उ-अक्ष कहलाती 
हैं। ये समकोणिक निर्देशांक भेक्ष (#00॥्राट्टरपोधा' 0०ण०१ा।वा० 3508) कहलाती हैं, क्योंकि ये तीचों 
अक्ष परस्पर त्म्ब हैं। तत्न ४0९, ए0ट2 तथा 20% ऋमश: ऋप-तन, ४८-तल तथा 2&#-तल 
कहलाते हैं। ४0५ तल को कागज के तल के रूप में माना जा सकता है तथा रखा 02 को ४0५ 
तल पर एक लम्ब के झूप में लिया जा सकता है। इन्हें (सप्तक्ोणिक) निर्देशांक तल कहते हैं। &४-तेल 
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के ऊपर की ओर मापी गई दूरियों को घवात्मक तथा तीचे की ओर की दूरियों को ऋणात्मक लेते हैं 
४८-तल के दाई ओर मापी गई दूरियों को धनात्मक तथा बाई ओर की दूरियों को ऋणात्मक लेते हैं । 
2>-तल के सामने की ओर मभापी गई दूरियों को घनात्मक तथा पीछे की ओर की दूरियों को ऋणात्मक 
लेते हैं। तीनों निर्दशांक अक्षों का प्रतिच्छेद बिन्दु 0 निर्देशांकों का मुलबिय्यु (णांड्टा0) कहलाता है । 
तीनों निर्दशांक तल आकाश को आठ भागों में बाँट्ते हैं जिन्हें अष्टांशक (02६5) कहते हैं । 


के 
मिल 2 मी 


जज 


र्श 


शँ 


2 
आकृति 5.] 


5.3 आकाश सें किसी बिन्दु के निर्देशांक 


निर्देशांक तलों तथा निर्देशांक अक्षों को चुनने के बाद भाकाश में किसी दिए हुए बिन्दु के 
निर्देशांकों को निम्न प्रकार स्पष्ट किया जाता है : 

? से होकर भ्िर्दशांक तलों के समान्तर तीन तल खींचिये जो »-अक्ष, >-अक्ष तथा 2-अक्ष को 
क्रमशः 8, क तथा ८ पर काटे। लम्बाई का एक उपयुक्त मात्रक लेते हुए, मान लीजिए 0. ->५ 
08 --» तथा 00--2 है (देखिये आक्ृति 5.2) । तब ये तीनों संख्यायें <, » तथा 5 आकाश में बिन्दु 


निर्दशांक 53 
? के निर्दशांक कहलातें हैं तथा हम 7? (७, ४, 2 ) लिखते हैं। >, # तथा ८ क्रमशः बिन्दु ? के , 9 
तथा ८2 निदेशांक कहलाते हैं । जैसा कि पहले स्पष्ट किया गया था, इनमें से प्रत्येक निर्देशांक धनात्मक 
या ऋणात्मक तब ही होगा जबकि तदनुरूपी निर्देशांक अक्ष पर स्थित दिष्ट रेखाखण्ड (0॥76000 ]#70 
50ह्ञाटआ) धनात्मक या ऋषणात्मक होगा । 





आकृति 5.2 


बिलोमतः यदि तीन संख्याएँ », », 2 दी हुई हों तो वह बिन्दु ज्ञात करने के लिए जिसके ये 
निर्देशांक हैं, हम 00 से निर्देशांक अक्षों 0&, 0५ तथा 02 पर क्रमशः », » तथा > मात्नकों की दूरियां 
काटतें हैं | यदि दी हुई संख्या धनात्मक है तो हम ये दूरी अक्ष की घनात्मक दिशा में काटते हैं तथा यदि 
यह ऋणात्मक है तो हम ये दूरी अक्ष की ऋणात्मक दिशा में काटते हैं। इन अन्तः ब्रिन्दुओं को हम 
क्रमदा: », 3 तथा (; से व्यक्त करते हैं। इन बिच्दुओं मे होकर हम क्रम) ४2, 2४ तथा 5ए-तलों 
के समान्‍्तर तल खींचते हैं। इन तीतों तलों का प्रतिच्छेद बिन्दु ही बॉछित बिख्यु ? होगा जिसके 
निर्देशांक ४, 9, < हैं | 
बिन्दु ? (४, 9», 2) की स्थिति ज्ञात करते की एक वैकल्पिक विधि निम्न प्रकार है : 
(।) >-अक्ष पर उचित दिशा में मूलबिन्दु 0 से एक लम्बाई 0.05>».४ मात्रक काहठिये (देखिये 
आकृति 5.3) । 
(2) & से होकर ऋ५०-तल में ४-अक्ष पर लम्ब (अतः >-अक्ष के समान्तर) एक रेखा &8 
खींचिये । 
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(3) उचित दिशा में ७3-59 मात्रक की लम्बाई काटिये । 
(4) 3 से होकर ऋ५४-तल पर लम्ब (अतः >-अक्ष के समान्तर) एक रेखा 7 खींजिये। 
(5) उचित दिला में 8?--2 मात्रक की लम्बाई काटिये। 
इस प्रकार, हम बिन्दु 0 (.७, 9, 2) की स्थिति ज्ञात करते हैं । 
८ 
क्र (५,५४५, ८2 ) 
९ 
१ 
| 
| 
| 
ट 
। 
|| 
| 
3530 32 जि 





आकृत्ति 5.3 


टिप्पणी : सुलबिन्दु के निर्देशांक (0, 0, 0) हैं। ः-अक्ष पर स्थित फिसी बिच्दु के निर्देशांक 


(४, 0, 0), #-अक्ष पर स्थित बिच्चु के (0, ॥, 0) तथा 2-अक्ष पर स्थित बिन्दु के (0, 0, ७) लिए जा 
सकते हैं । द 


प्रशनावली 5. 
3. आकृति 5.2 में यदि ? के निर्देशांक (6, 0, ०) हों, तो &, 7), 3, 77, (!, $ तथा () के 
निर्देशांक क्या होंगे ? 
2, यदि 7? एक बिन्दु (७, », 5) है, तो निर्देशांक तलों ४०, 25 तथा "श से इसकी लाम्बिक 
दूरियाँ क्‍या हैं ? 
3. उन सात बिन्दुओं के निर्देशांक क्या होंगे जिनके निर्देशांकों के मिरपेक्ष मान (8980! 0६० 
५४०८४ ) बिन्दु ([, 2, 3) के निरपेक्ष मानों के बराबर हैं ? 


निर्देशांक 55 


4. एक घन, जिसकी भुजा 5 है, का एक झ्षीर्ष (४०४६०४) बिन्दु (, 0, 0) पर है तथा इस शीर्ष 
से होकर जाने वाले तीनों किनारे (७१९०४) क्रमदा: घनात्मक >-अक्ष, ऋणात्मक » तथा 
>-अक्षों के समान्तर हैं | घन के अन्य शीर्षों तथा केन्द्र के निर्देशांक ज्ञात कीजिए । 

5, बिन्दु (4, 0, ८) की निर्देशांक अक्षों से लाम्बिक द्रियाँ ज्ञात कीजिए । 

6, बिन्दुओं (0, 5, 2) तथा (--2, 3, 5) से होकर तिर्देशांक तलों के समात्तर खींचे गये तलों 
से निर्मित समकोणिक समान्तरपटफलक (०० क्वाह0|67 ए0876!०09०0 ) के किनारों 
की लम्बाइयाँ ज्ञात कीजिए । क्‍ 

7. दिये गये तलों के सापेक्ष निम्नलिखित बिन्दुओं के प्रतिबिम्ब ज्ञात कीजिए : 

(क) (5, 0, “ ), 205%-तल के सापेक्ष 
(ख) (--3, 7, --7), ४0५-तल के सापेक्ष 
(ग) (0, |, - 2), ४02-तल के सापेक्ष 
5.4 दो बिन्दुओं के बीच को दूरी 
माना समकोणिक अक्षों 0४%, 0५ तथा 02 के समुच्चय के सन्दर्भ में 7? (5, 0५ 53) तथा 
( (०७, )५ ८५») दों बिन्दु हैं। विन्दुओं ? तथा 0) से होकर निर्देशांक तलों के समान्तर तल खींचिये 
जिसमे एक समकोणिक समास्तरपटफलक बन जाए, जिसका एक बिके ?(3 हो (देखिये आकृति 5.4) । 





आकृति 5.4 
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अब, क्योंकि /?&«(0--एक समकोण, 

इसलिए, 200/ :-- 9 0३... 0 (0१-८० ७४ -. १ -- २७७५ (:. / /४०>-एक समकोण 
', &()१-- / २१ -- ]४()१) 

अब, ?/:८८.६४--०॥, /४:--॥४- 93 तेथा '()--४५-८। हैं । 


अतः,.. 79075 0७-% +(-90/+ (०) * 
इसलिए, ४(-- ९ 03 (0) (20273: 


इससे हमें दो बिन्दुओं (5॥, »५ 2) तथा (७७, ७७, 52) के बीच की दूरी प्राप्त होती है । विशेष 


रूप से, यदि ४55४४-४ ४550, अर्थात्‌ यदि इनमें से एक बिन्दु मूलबिन्दु 0 हो, तो 06 ४८ 
५ 5.२--) ४-४,» जिससे मूलबिन्दु और किसी विन्दु (5५, 9», 59) के बीच की दूरी प्राप्त होती है । 
5.5 दो बिन्दुओं को मिलाने वाले रेखाखण्ड का विभाजन 

माता बिन्दुओं ? तथा 0 के निर्देशांक क्रमश: (.0,, ॥0, 2) तथा (.७७, 0५, 5०) हैं। हम बिन्दु 
२ (७, 0, 2) जो रेखाखण्ड 700 को क्र : # के अनुपात (7७80) में विभाजित करता है, के निर्दशांक 
ज्ञात करे | 


ऋष-तल पर ए., 00४ तथा हाध लम्ब खींचिये (देखिये आक्ृति 5.5) | तब ये रेखायें 
समतलीय अर्थात्‌ एकतलीय (८०ऊफ़ञांशाशा) होंगी जिससे बिन्दर ॥., |, [४ एक रेखा में स्थित द्वोंगे 
जो कि उस तल, जिसमें रेखायें ए., शर तथा 0५ स्थित हैं, का "श-तल के साथ प्रतिच्छेदन 
(47/07320०0॥) है। अब 7२ से होकर रेखा [790॥ के समान्तर एक रेखा हारा खींचिए । यह रेखा 
उस तल में स्थित होगी जिसमें 70,, (१५ तथा रो स्थित हैं। माना यह [.? (बढ़ाई गई) को बिन्दु 
5 तथा (१४ को बिन्दु । पर काटती है । 


अब समछूप त्रिभुजों 298१ तथा (07४ से, 
का ए0२  छेरे 7 ।४--!?!, 2-22 


+>न्‍न्‍मणकाकक.ट+0+7फक. छ/]००७०ण ० नीय टी पययन।. टरक्‍फनासन्करकन-्पणसाकनमानक.।. किलननन-++फरतक तट ह] ० हे 
। (9२ (५. एशऑ--करोर “22 
त्‌ 722-- #2 
/// का व /। 
7729 ">> कराए नम 
इसी प्रकार, सम >अक 22077 08 
जीरा | 


यदि %:% धतात्मक है तो बिच्दु (२, 2९ को अन्त: विभाजित करता है तथा यदि | ; # 
प्रत्णात्मक है, तो वह बाह्य विभाजित करता है । 


अतः उस बिन्दु के निर्देशांक जो (57, 9, 2४) तथा (5५, १५ 20) को मिलाने वाले रेखाखण्ड 
को ॥ : 9 के अनुपात में विभाजित करता है, निम्म हैं : 


| 0५79. गाए: "पढ़ा ' 
।।। जि! बी खत " पान॑-॥ 


() 
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न 


| 


ई 





(ठं है." - पु हि १ | ०. 
हे बी 3 मे 2, रा १ पा +६५ + ७१ 
0 * ५ हे र १ ५ बज ५९ है 
२ जा, ्‌्‌ मा जज | ६४ (के) 
कप कर ३३ प्प् ते १, का 
वन ६ भ ५ के ऐ 
३१, ३३) ' १९ है हज | 
श का ३ $ पा 
.प हे *) हे 
६, रे ं (0 
॥ 0५ पा हे | ५] 7 ध) 
(पट 
0 
प्र 
| (2 


निदेशांक 


री] 


कदर: 


मसलाने बाल रखाखण्ड के 


तेंथी | के कोर 


हमें (पा >, “], ) 


कर 


। 


(2 
के 


ने पर 
(४, », ४) के चि्दे 


[रा 


#फ ० क३ ७० के 
'ररधक न्‍्लेट न, 


मा झ्ाणाआ 


( हि न हि, ) |] 


[ | 
भ्भ्थ्य 9 ( ६ भर] “| क+ 0 ) ॥ है श्प्ज्ड पथ 


क प्राप्त होते हैं जो ४: 


वां 


हे 


शः 


मध्य-बि 


ञ (27-“ 24) हैं । 


8 अंक 
.७००- अन्‍य के 


77] 


+ ६ *<--भ 
पान नस» मनन» आन. फीता कटचाहति, 


।ए 


रेखाखण्ड को 


5 रखने पर, हम देखते हैं कि (5७ $५ 2) तथा 5७, ४७ 29) को मिलाने वाले 


वेशांक 


दुकेलनि 
दिए ० हा ) हैं | 


हर 
श्र 


| के अनुपात में विभाजित करने वाले थि 


के 
+ 


/ देवी 


५ (का / व 
६--7 


9 


॥७- जप 
ह--१ 


। 
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यह दो दिये टृए विच्युओं (७, ॥५ ८) तेथा (४७ ॥५ ८») को मिलाने वाली रेखा पर स्थित 
किसी बिन्दु के व्यापक निर्देशाकों को भी निकूपित करता है । 

टिप्पणी : पाठक यह जाँच कर सकते हैं कि यदि बिन्दु ९ एक बाह्य («४शथाण्ता) बिन्दु है तो 
इसके सिेशांक वही होंगे जैसे (4) में दिए गये हैं, परन्तु इसमें ॥ के स्थान पर--॥ रखना पड़ेगा। 


5.6 एक रेखा की दिक्‍कोज्याएँ तथा दिक-अनुपात 

किसी रेखा की दिवकोज्याएँ (ता९८ा0॥ ९०४॥05४) उन कोणों की कोज्याएँ (००५७॥०७) होती 
हैं जो वह रेखा निर्देशांक अक्षों को धवात्मक दिय्याओं के साथ बनाती है। इस प्रकार यदि ०, 2, १ वह 
कोण है जो एक रेखा 5, + तथा >नअक्षों रा बनाती है, तो ००४ ०, ००४ 3, तथा ००५४ ४ उस रेखा की 
विक्‍्कोज्यायें कहलाती हैं । 


यह देखा जा सकता है कि यदि दो रेखा एकतलीय (००एथ्यह) न हों (अतः अप्रतिच्छेदी हों), 
ती हम एन रेखाओं के बीच के कोण को उस कोण के बराबर परिभाषित करते हैं जो इन दी हुईं रेखाओं 
के समान्‍्तर दो एकतलीय रेखाओं के बीच बनता है। 


किसी रखा की दिककोज्याओं को हम प्राय: ॥ ॥, मे से व्यक्त करते हैँ। इस प्रकार /->००8 ५, 
क्रास्न-005 3 तथा ॥:--००५ ९ है । 


कोई तीन संख्यायें जो किसी रखा की दिक्‍्कोज्याओं के समानुपाती हैं उस रेखा के दिक-अनुपात 
(पं[एलींणा इ्05) कहलाती हैं। इस प्रकार यदि 6, 8, ८ किसी रेखा के दिक-अनुपात हैं, तो 
! | 


(्र 8 
सम्बंद्ध है, अद्वितीय होती हैं; परन्तु एक रखा के विकू-अनुपात अस्त हो सकते हैं । 


। डे * > ग मं गे 
हे रा ह्वीता है । ध्यान दीजिए कि एक रखा की विक्‍कोज्याएं, जहां तक उन्तके परिमाणों का 


शिप्पणी ; £-अक्ष की विककीज्याएँ ॥, 0, 0 होती हैं । +-अक्ष को दिक्‍्कोज्याएं 0, , 0 तथा 
2-अक्ष की विक्‍कोज्याएं 0, 0, । होती हैं । 


5.7 एक रेखा की विवकोज्याओं में सम्बन्ध 


माना / ऋ, # किसी रेखा 07 की दिवकोज्याएँ हैं, जहाँ 7? बिन्दु (४, ४, 2) है तथा 0 मूल- 
बिन्दु है । हम 76 | >-अक्ष खींचते हैं। इसलिए, 0855४ है। माना 07; », 9 तथा #-अक्षों से 
क्रमदः ५, 8 तथा ४ कोण बनाती है । 


माना (07?--+ है (देखिए आकृति 5.6) 
अब, तिभूज 706 से 


(3६ हद 
५0५ हा जय सरन>ललतकल य अी3+ 
()[? !' 
स्सलि प्‌, ६ ३०००5 है 
हुसी प्रकार, ॥:ब्णा। तेंथी 2-०7 


भत;,. आनतान- न्त्क ((--क न-॥) 
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परन्तु, धन 9 -|- 2 ८८ 
जत्तः, ॥5 --का2-- 07 --। 
अतः यदि /, %, # किसी रेखा की द्विक्‍कोज्याएँ हों, तो /, #%, # सम्बन्ध 
| -ए न-वा २2 
को अवश्य ही संतुष्ट करेंगे । 





आक्वति 5.6 


यदि ७, 2, ८ इस रेखा के दिक-अत्तपात हैं, तो 


| 7! |! 7 2 -- ॥72 --#£ ] 

ल्ल्््क्िज न फ न ा - जिनसनिनसनसमनन+ ८८ “7 बयां: ०००००००- नमक 

०. 98. ८ १/धरी-- 89 -- ८१ ४८* -|-४१--८* 
इसलिए, क्तऊपउज्ललप7क्‍ः ष्म्ल हे 


5 | न (९ 
स्ल्दा कक अर आ820 ब्लड पा -< ्णग्य्य्च्स््लितलल्ल््7 हे सना न्पट एक चरम ममनष्पइ 0८४०4 आम 
/बोनीती--ल #ब्वा्न-फर ले (27 4-8१ ५-८१ 
जहाँ सभी में एक ही चिन्ह, धतात्मक या ऋणात्मक*, लिया जाता है । 





.._ ध्यान दीजिए कि यदि किसी रेखा की विक्‍्कोज्याएँ ॥ #, # हैं तो --#, --#, +# भी उस 
रेखा की दिककोज्याएं होंगी । 


60 गणित्त 


अतः यदि किसी रेखा के दिक्‌ू-अनुपात दिये हुए हों, तो हम इन सूत्रों की सहायता में उस रेखा 
की दिक्‍कोंज्याएँ ज्ञात कर सकते हैं । 

टिप्पणी : यदि |, शा, ॥ किसी रेखा की विक्‍्कोज्याएँ हों जो सुलबिन्दु से होकर नहीं जाती हो, 
तब भी यही परिणास सत्य होगा, क्योंकि हम एक ऐसी रेखा ले सकते हैं जो मुलबिन्दु से होकर जाती 
हो तथा दी हुईं रेखा के समास्तर हो | इन दोनों समान्‍्तर रेखाओं को दिक्‍कोज्याए बराबर होंगी । 


5.8 रेखाखण्ड का प्रक्षेप 

माना 88 एक रेखाखण्ड है तथा (0 कोई दी हुई रेखा है | & तथा 8 से (7० पर लम्ब 
डालिए तथा मान लीजिए कि ४, 9 इन लम्बों के पाद (७८) हैं (देखिये आकृति 5.7) | तब हम 
0 3' को रेखाखण्ड 63 का रेखा (४) पर प्रक्षेप (ए0०९०९४०॥) परिभाषित करते हैं। यदि ४8, 


छि 
नई 


आक्रति 5.7 


(0) से ८ कोण बनाती है, तो &'3' 55 08 ०05४ » होगा । इस प्रकार, एक रेखाखण्ड का किसी रेखा 
पर प्रक्षेप उस रेखास्ृण्ड की लम्बाई तथा रेखाखण्ड और उस रेखा के बीच के कोण की कोज््या के 
गुणनफल से प्राप्त हीता है । 

यह दर्शाना सरल है कि रेखाखण्डों 8/8., 4283५, 8५8, . . .,तै0-387, जहाँ #॥, 6७५. . ..8॥ 


आकाश में कोई बिन्दु हैं, के किसी दी हुई रेखा पर प्रक्षेपों का बीजीय योग उसी रेखा पर &,8&9 
के प्रक्षेप के बराबर होता है। 


0.9 दो बिन्दुओं से होकर जाती हुई रेखा के दिक-अनुपात 


माता ९ (७; 9५ 4) तथा (3 (७५, »५ 5५) दो बिन्दु हैँ। हमें रेखा ९९) के दिक्‌-अनुपात नात 
करने हैं । 


मानता /, 70, # रेखा ९0 की दिवकोज्याएँ हैं। तब ए0 का ज-अक्ष पर प्रक्षेप / 9९) :.: 


> 4005 “४, हे | 


इसी प्रकार, क्ररि(-+॥, + ४, 
तथा, 0 3 ही 23224 इक | 
"3 2402 के 2 ्कज ह। ई || अजब कह । 
इसलिए नए सन नल न+ +गो+ ८ ए 
हु ४ / 22 0] ५ 


अतः, रेखा 70 के विक्‌-अनुपात 32--5५, ५४--७४ तथा ४,--४; हैं । 


वनाअ-ा+नी 6५3 ५४. कै कुक +० कु 
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95.0 दो बिन्दुओं को मिलाने वाले रेखाखण्ड का एक दी हुई रेखा पर प्रक्लेष 
माना 2.0७, ४ 20) तथा 0(.७७, ॥७, 5.) दो बिन्दु हैं तथा /॥ ४, ॥ दी हुई रेखा की 
दिककोीज्याए हैं । हम 7?0 का दी हुई रेखा पर प्रक्षेष ज्ञात करेगे । 
आकृति 5.4 से हम देखते हैं कि 
९॥.... ४.० ४, घिरे ८८), --॥। तथा पि0--2.,--5; दे । 
22%, #&४ तथा [२० क्रमशः >-अक्ष, ।-अक्ष तथा 2-अक्ष के समानन्‍्तर हैं। अतः इतके उस रेखा 
पर प्रक्षेप जिसकी दिवकोज्याएँ ॥ का, ए हैं करण: (७,--. तप) /॥ (0-७, )#/ तथा (2,--5,) # होंगे । 
क्योंकि किसी रेखा पर 220 का प्रक्षेप, उसी रेखा पर 26, # पं तथा ० के प्रक्षेपों के योग के 
बराबर होता है, अतः ?0 का दी हुई रेखा पर वांछित प्रक्षेप भिम्न है: 
(/--5५3)2+4: (५५८ ५३१)॥ “६ (22-72, )॥ 


5.] दो रेखाओं के बीच का कोण 

माना 68 तथा (:) दो रेखाएं हैं जिनकी दिक्‍्कोज्याएँ ऋमशः ॥, का, श। तथा /8, कई, मई हैं । 
मूलबविन्दु 0) से होकर ७३3 तथा (:)9 के समरान्तर क्रमशः 09 तथा 00 खींचिये (देखिए आकृति 5.8) 

माना 63 तथा (0) के बीच का कोण 0 है | तब (0)? तथा (00 की दिककोज्याए ऋमशः: /॥, ||, 
# तिथा 7५, ॥78, हर हैं तेथा // 00-50 है। माना 0055 है । तब () के निर्देशांक (/५, #,/, ॥9/') 
हैं । अतः 000) का (07 पर प्रक्षेप निम्न है : 

॥ (६-0) "नम [ह॥+--) नह [सजाज+ 0 ) रूम 005 ॥] 

अतः, ९05 ॥55/ +- |, - वा] / 
४॥ ॥) का मान ज्ञात करने के लिए हम देखते हैं कि 

४॥॥7॥ | | ---०७०४४):-- (का नस) (/५४ नै>शाओं नैनाओ ) +++ [0 नैशाआा३ | 704) * 

माय ([#72-- शशि ) 7" (माफ, >+याएओ ) न [/9-7/ी ) / 

इसलिए, #॥ 05 -: ५/ (] रा, /॥)7 4 (ए॥, + पा) + ध"॥ाह।)7 

यदि 6, 6, ८ तथा 60, 05, 6५ रेखाओं के दिक्‌-भनुपात हों, तो स्पष्टतया उनके बीच का कोण ॥ 
निम्त प्रकार से दिया जा सकता है 

38/»--7/4 0» ९१९५ 


(08 ॥ पफ्लताउन्लन्थ हट... 
कै ३+ “ -+ 0] न0, है ५ -। |) 


हम देखते हैं कि यदि (्८क- रा हो, अर्थात्‌ यदि दोनों रेखाएं परस्पर लम्ब हों तो 0७०४ 0:८0 
होगा । इस प्रकार, 
(५ -+ माओय३ नै> 755 0 
अर्थात्त, 8) --0/+500.,. स्ू0 
यदि ॥:६ (0, अर्थात्‌ यदि दोनों रेखाएँ समानन्‍्तर हों तो ॥॥ ४5८0 होगा 
इस प्रकार, 777/-०3377] 0, क्राआ३--+ धाओा। 0, ह//,,++ 7३7 सझ 0 
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३७/००:१००५थ कमा-740-अकता ७ कनयक व्कैकपकन्न 


“जब तक कि दोनों रेखाएँ परस्पर लम्ब न हों, दक्षिण पक्ष के घनात्मक या ऋणात्मक होने पर 
००४ 0 का मात्र धनात्मक ग्रा ऋणात्मक हो सकता है | ००४ 0 के धनात्मक मान से दोनों रेखाओं के बीच 
का न्यून कोण प्राप्त होता है तथा ऋणात्मक मान से अधिक कोण । 


62. गणित 


7. का | 
अर्थात्‌, -+# तत---+ उा-- 
के "5 772 79 
हा 2५. 9, ९7 
स॒ स्थिति में, -+ >४८>ब॑-+ भी सत्य होगा। 
2 
ः [) 
| 
लि 
४ [2 
है 
श 
()/ ननजीजिज+ नील, 


आकृति 5.8 


5.42 हल उदाहरण 
उदाहरण | : एक रेखाखण्ड के क्रमशः 5४, » तथा >-भक्षों पर प्रक्षेष (2, 4 तथा 3 हैं। रेखागवण्ड की 
लम्बाई तथा उससे निर्धारित रेखा की दिक्‍कोज्याएँ ज्ञात कीजिए | 
हल : माना रेखाखण्ड की लम्बाई » है तथा इससे निर्धारित रेखा की दिक्‍्कोज्याएँ / |, / हैं । चूंकि 
इस रेखाखण्ड के अक्षों पर प्रक्षेप ऋमशः [2, 4, 3 हैं, अतः हमें मिम्त प्राप्त होता है : 

2-- 0, 6777 तथा 3>-#/' 
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बर्ग करके जोड़ने पर हमें निम्न प्राप्त होता है : 
77 (2-० का --आा ) ८८ 22-- 45 -|- 32 --69 


प्रा, 75 0) (क्योंकि /-]-॥॥१--॥# ८ | ) 
इसलिए, #८८53 

रि (2 4 3 
इसलिए, लिल-7:५ शाम -+>-५ औृना “77 

हे 3 बला 


उदाहरण 2: वह बिन्दु ज्ञात कीजिए जो बिन्दुओं [--9, 4, 5) तथा (], 0,--) को मिलाने वाली 
रेखा तथा मूलबिन्दु से इस रेखा पर डाले गये लम्ब के मिलने से प्राप्त होता है । 
हल : दिये हुए बिच्दुओं को मिलाने वाली रेखा पर स्थित किसी बिन्दु के निर्देशांक 
( |/४ ---9 0.//--4 “+८ --5 
गा आओ अत ला. 
हैं, जहाँ ॥ एक स्थिरांक है । इस बिन्दु तथा मूलबिन्दु को मिलाने वाली रेखा के दिक्‌-अनुपात 
[[/(:-- 9 न 3०० नि 
अं पा 
यदि यह रेखा, दिये हुए बिन्दुओं को मिलाने वाली रेखा, जिसके दिक्‌-अनुपात--9 --]॥, 
4--0, 5-६, अर्थात्‌ --20, 4, 6 हैं, पर लम्ब हो; तो 


ला 
६] ६--॥ ६] 
भा, “2200 -[- 80 -- 6-- 30)... 6/८- --0 
या, | 


गम 2 या त+ मिल हे हे 
हसलिए, वॉछित विन्दु । 8 बला 3 का ) , अर्थात्‌ (4, 2, 2) है । 


प्रदनावली 5.2 

!, बिच्दुओं (2, 3, 5) तथा (4, 3, ) के बीच की दूरी ज्ञात कीजिए । 
2. उस बिन्दु के निर्देशांक ज्ञात कीजिए जो बिन्दुओं (5, 4, 2) तथा (--], --2, 4) को मिलाने 

वाले रेखालखण्ड को 

[8 - 203: % ॥) ##ऋ० ३7 

के अनुपात्त में विभाजित करता है । 
, मिम्त बिस्दुओं को मिलाने बाली रेखा की द्विक्‍कोज्याएं ज्ञात कीजिए : 

[0 (000 2) 3 8 0 800 (00 / 00॥ (209) 
4. बिन्दुओं (--।, 0, 3) तथा (2, 5, ) को मिलाने वाले रेखाख़ण्ड का उस रेखा पर प्रक्षेप 
ज्ञात कीजिए जिसके दिकु-अनुपात 6, 2, 3 हैं । 
उन रेखाओं के बीच का स्यून कोण ज्ञात कीजिए जिनके दिकू-अनुपात क्रमशः 2, 3, 6 तथा 
[आठ 


पके 


8 


04 


84, 


2, 


43. 


44. 


5. 


46. 


47. 


. दिखाइये कि बिन्दु (0, 4, ), ( 
॥0, 


गणिशल 


., दिखाइये कि बिन्दु (0, 7, 0), (--, 6, 6) तथा (--4, 9, “) एक समह्विबाहु समकोण 


त्रिभुज बनाते हैं । 


, दिखाइये कि बिच्दु (4, 7, 8), (2, 3, 4), (-, “2, !) तथा (।, 2, 5) एक समाच्तर 


चतुर्भज बनाते हैं । 


, दिखाइये कि बिन्दु (5, --, ), (7, --4, 7), (, --6, 0) तथा (--, --3, 4) एक 


समचतुर्भज के शीष हैं । 

), (4, 5, 0) तथा (2, 6, 2) एक वर्ग के शीर्ष हैं । 
दिखाइये कि तीनों बिन्दु (--2, 3, 5), (!, 2, 3) तथा (7,0, -- ) संरेखी (००]॥687 ) 
हैँ । 
उस बिन्दु के निर्देशांक ज्ञात कीजिये जो चारों बिन्दुओं (6, 0, 0), (0, 8, 0), (0, 0, ८) 
तथा (0, 0, 0) से समान दूरी पर है। 

& (3, 2, 0), 8(5, 3, 2), 2( --9, 6, ->3 ) तीन बिन्दु हैं जो एक त्रिभुज बनाते हैं । कोण 
30/0 का समद्विभाजक ४7), 80 से बिन्दु 7) पर मिलता है । 7 के निर्देशांक ज्ञात कीजिए । 
| संकेत : -यत ता जे 

क्‍2(: (६ 
वह अनुपात ज्ञात कीजिए जिसमें बिन्दुओं (2, 4, 5) तथा (3, 5,---4) को मिलाने वाला रेखा- 
खण्ड ४2-तल द्वारा विभाजित होता है । 


यदि एक रेखा, किसी धन के चारों विकर्णों से «, 8, ४, 8 कोण बनाती' है तो सिद्ध कीजिए कि 
००४7४ --००४१४ --००४/१ -|- ०0870 स्तन है। 


यदि 7, #9, 7४; ४ ४0, ॥५ दो परस्पर लम्ब रेखाओं की दिंक्कोज्यायें हों, तो दिखाइये कि इस 
दोनों रेखाओं पर लम्ब रेखा की विक्‍कोज्यायें #.#,--#फह,, 8, --77५/१३, ॥2-- २४ हैं । 


दिखाइये कि उस भिभुज, जिसके शीर्षे (४, 9,, 2), (#>5!, 2,3 ) हैं, का' केन्द्रका (207670॑ 0 ) 


| ; ि 
| | जे ]3 
। पल किआ. हु ४७% , बुजढ, ) होता है । 


/ >- 
लत ॥ मन 5 | 


जाँच कीजिए कि तीन परस्पर लम्ब रेखाओं, जिनकी दिक्कोज्याएँ क्रमछ: 7, ॥॥7, 70; 73, १735, 
8५ तथा ॥५, 788, 8 हैं, से समान रूप से भरुकी हुई एक रेखा की दिक्‍को ज्याएँ 


५ ३ हक ! १ जा ली जा सकती हैं । 


एकक 9] 


तेल 


60,.] तल का व्यापक सप्तीकरण 


तल इस प्रकार की सतह (पृष्ठ) [$णािॉ०४] होती है कि सतह में स्थित किन्‍्हीं दो बिल्ढुओं को 
मिलाने वाली रेखा उसमें पूर्ण रूप से स्थित होती है । खण्ड सूत्र (3८८०॥ [०शा्०) की सहायता से 
हम यह सिद्ध करेंगे कि 5, %, 2 में प्रथम घात की प्रत्येक व्यापक समीकरण जो 
औज्न॑-397-+-02--0:--0 () 
के प्रकार की है, एक तल निरूपित करती है । 
हम (|) द्वारा निरूपित बिन्दुपथ ([0005) पर दो बिन्दु (&, 9, 5) तथा (५५, 399 2) 
लेते हैं । तब क्‍ 
87-39 +थ -+-05-- 0 (2) 
60३ --9 9, -- 0०४४ --0 <६ 0 (3) 
(2) को # तथा (3) को # से गुणा करके जोड़ने पर, हमें निम्न प्राप्त होता है : 
ह ([#37 "729 ) +ड (#)7 --709) +- ९ [हारा न#29) +0(#-+# ) कई 


॥727 जज ४2५ 8.20 --#॥5 ८ मिद[ नए, 





2 की बा ॥४--॥ #--ह जुट डक 
जो यह दर्शाता हैं कि बिन्‍्दु क्‍ 
आड़ नीआऊ).... #9, -न-70% ॥#2, “59 


भी बिन्दुपध (() पर स्थित है । परत्तु यह बिसबुओं (50, 35% ८) तथा (5), »,, 2,) की मिलाने 
वाली रेखा पर स्थित कोई भी बिन्दु है। अतः बिन्दुपध पर स्थित किन्हीं भी दो स्वेध्छिक बिन्दुओं को 
मिलाने वाली रेखा पर स्थित प्रत्येक बिन्दु भी उस बिन्दपथ पर स्थित है। अतः () द्वारा 
निरूपित बिन्दुपथ एक तल है | अतः &, 9, 2 में प्रथम धात की प्रत्येक समीकरण एक तल लिरूपित 
करती है। । | 


6.2 दिये हुए बिन्दु से होकर जाते हुए तल का समीकरण जब अभिलम्ब की दिवकोञ्याएं दी 
हुई हैं क्‍ क्‍ 


माना तल में &(७,, 0, 2) एक विया हुआ बिन्दु है तथा रेखा &7|, तल पर अभिलम्व 
(70778]) है। माना इस रेखा की दिक्‍्कोज्याएँ ॥ #%, # हैं। स्पष्टत:, बिच्दु 8. से होकर जाता हुआ 
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केवल एक ही तल ऐसा होगा जो दी हुई रेखा /।., पर लम्ब है | इस तल में कोई बिस्दु ?(०, ), ८) 
लीजिए । स्पष्टत:, 07, &।], पर लम्ध है । क्योंकि 8? के दिक्‌-अनुपात (--०४७५ #-+0)५७ ८-८; हैं, 


है + 


प्रक्णा (छह 
) 


9 47 ४१ ! की 





आकृतति 6. 


॥त: ॥5६-०5५,)-+॥॥(१--३७)) +-॥(2---2]) #र 0 

यह &, ॥५ 2 में एक रैेबिक समीकरण है, अतः ग्रह एक तल निरूषित करनी है । क्योंकि यह बिन्दु 
(0, ॥ 4) में होकर जाता है, अतः यह तल की बॉछिल समीकरण है । 

उपप्र्नेय : यदि 4, ७ ८ बिचु (५%,, ७, 2) से ही#र जाने वाले एक तल के अभिलम्ध के दिक- 
अनुपात हैं, तो उस तल का समीकरण 

2(४--४।)- (9 5 9१)+-0 (7-०) न्| 0 

होता हे । 

यह ऊपर सिद्ध किये गए परिणाम से सीधे प्राप्त किया जा सकता है, क्योंकि दिक-अनुपवात 
4०, 8, ८ दिक्‍्कोज्याओं /, ॥, # के समानुपाती हो।ते हैं । 
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6.3 तल के समीकरण का अभिलम्ब स्वरूप 

माना मूलधिन्दू से किसी तल पर डाले गये लम्ब की लम्बाई » है तथा माना इस अभिलम्ब की 
दिककोज्यारं 0 #, ॥ हैं। मान लीजिए कि #/>0 है। अत: इस लम्ब के पाद के निर्देशांक 
((७, ॥77१, ॥/)) हैं । 

इस प्रकार, अनुच्छेद 6.2 से, बिन्दु (#, ४॥०, ॥/) से होकर जाने वाले तल का समीकरण 
तिभ्न है : 


((+-- |) नहा (/--7% ) 7 (2 --779 ) 55 0 
या, (नकद +ह (/ ४४-7४) ८50 
पा, (४-->मा।-+मट 55 (क्योंकि (-[..२-|-॥२--८ |) 
इसे तल के सपतीकरण का अभिलम्ब स्वरूप धाणापरत्नी शिया एणी वा९ स्वुप्रक्षांणा ०9 एशा८) 
कहते हैँ । इस समीकरण को सीधे निम्न प्रकार भी प्राप्त कर सकते हैं : 


८ 





आकृति 6.2 
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मूलबिन्दू 0 से दिये हुए तल पर एक लम्ब (श्र दा लिए जहाँ इस लम्ब का पाद है। साना 
00--/ है | तल में कोई बिन्दु (७, |, 2) लीजिए [देखिए आकृलि 6.2) । 
07 का 0४ पर प्रक्षेप स्पष्टल: ()४ है | अब, बिन्दुओं (0, 0), 0) तथा (७, ७५ 2) भी मिलान 
वाले रेखाखण्ड 00? का 0५, जिसकी दिक्‍्करोज्याएँ ॥ ४, /# हैं, पर प्रक्षेप 
((5४--0) + हा (#-5 0) नए (2-- 0) कॉश्नफा' नै सम हैं. । 
अत: ]६-+-॥ए +-22 5, तेल की अभिलस्थ स्वरूप में अभीष्ठ समीकरण है | 


6.4 तल के व्यापक समीकरण का अभिलम्ब स्वरूप में परिवर्तन 


माना तल का समीकरण 
पर्न॑-97/-]+ ०४ ० धर एए 0 
अर्थात्‌, तह न-- 0 नीटाननव॑ं (।) 
है, जहाँ ८ धनात्मक है | यदि ४ ऋणात्मक हो तो समीकरण के दानों पक्षों को . | से गुणा कारिये 
जिससे दक्षिण पक्ष (क्‍80 हयात हांतेझ) धनात्मक हो जाये। माता एसी तल की अभिलम्ब स्वरूप 
में समीकरण 
जिनन्आाए का ।? (2) 
है, जहाँ / #, ४ भूलबिनदु से इरा तल पर डाले गये अभिलम्ब की दिवकाज्याएं हैं तथा # से अभिनय 
की लम्बाई है। परिपाटी अनुसार, हम #:-0) लेते हैं। वर्योंकि (।) लथा (2) एक्क ही सेल 
को निरूपित करती हैं, अतः इन्हें सर्बमम ([0श॥॥0त]) होना साहिि। | 


! ५ )ि (' ५ (2-50 
अल हे 7 हिच्यतण् हु, सन कट 2 हे :०5 ,)! । नर | श/ (रा | का (४ ; (४ 
४३ [नयी |" 


परन्तु हम मात ्न्के हु कि ४ तथा 7? दोनों द्दी घनात्मक हैं, भन: हम 64-77 -). (४ का फेवनत 
धनात्मक वर्गंमूल ही लेंगे । 


8 | है हे 
इसलिये, जतज ४ रे 5050 8, नशक ' री] पदडा “४ 


है 5 !। कन्‍्-म ा। ; 
९८५ 0“ -|+ ५ ४ (४-० 0 "०4 है ह >तीई -प (च 
श / 
तथा /कनज ०४57० कट 7 डक मी शी 
4/ 44 --(११ - | ४ 
अतः, तल की अभिलम्ब स्थरूप से अभीष्ठ सप्तीकरण निम्न हे : 
2 है, १) 


न 


गे मल, [..... (८ री 
मानक न है एव !फर- ह8१ ७ मा का |... एज | ॥:-) € 
उपप्रसेय | : उपर्यक्त परिणाम से हम यह्दे निध्वार्प निकालते हैं कि तल के व्यापक समीकरण में 
०, 0, ८ जो क्रमश: .६. ॥, < के गुणांक हैं, तल' के अभिलस्व के दिकू-अनपात निरूपित करने हैं । 
उपप्रमेय 2 : #४-तज का समीकरण 0.0.६. 0.0 ८ 5२0, अर्थात 2 -0 है, क्योंकि ५५-तल 
के अभिलम्ब की दिवकरोज्याएँ 0, 0, | हैं । एसी प्रक्रार, ४/ तथा 2'ए-ललों के समीकरण ऋमश: 
४-0 तथा ४-50 हैं । 
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6.5 तल के समीकरण का अंतः खण्ड स्वरूप 
अब हम एक तल का समीकरण उस तल द्वारा निर्देशांक अक्षों पर काटे गये अंतःखण्डों 
(0०००७) के पदों में ज्ञान करेंगे । माना तल का समीकरण 
(४-।- 39-९2 +-2 550, ([2:£0) 
हैं। माता इसके द्वारा ५, ॥, उन्‍्रक्षों पर काटे गए अंतःखण्ड क्रमश; 6, 6, ८ हैं। अतः यह तल ४, 9 
तथा उ-अक्षों से क्रमशः बिन्दुओं (6, 0, 0), (0, 8, 0) तथा (0, 0, ०) पर मिलता है । इसलिए 


56-०4) ८0 या, 3 >ज्ा “८ वन 
6 
30 4-20 50 था, 3>- -- हि 
6 
0037 यो थी की 
| 
इत मानों को तल के समीकरण में रखते तथा उभयनिष्ठ गुणनखण्डों को काटने पर, हमें 
30 78 की 7 । 
9 शट 


प्राप्त होता है, जो तल की अंतःखण्ड स्वरूप में वांछित समीकरण है । 


60 तीन असरेखी बिन्द्रओं से होकर जाने वाले तल का समीकरण 

माना तीन दिए हुए असंरेंखी (707-00677) बिन्दु (>, 30, 2), (29 32५ 29) तेथा 
( नह 0 ४9 ) ट | 

अब, (४, ॥॥ 29) से होकर जाने वाले तल का समीकरण 


5( ४-४) 2(9- )7)-०(2--2) सू0 (]) 
है! 


वरयोंकि यह तल (5५, )9 5५) तथा (53, 09 29) से होकर भी जाता है, अंतः हमें 
पर ( न प्‌ ) _- ॥। ( ॥ 2१ वांदक ) न | ( | ।। 4 । ) पलट) ' 
) न्‍+0 


|| 


(2) 
तथा, (53-53) 20 (0५-४७ )) न-०( खाना (3) 
प्राप्त होते हैं । 
इन तीनों समीकरणों में 6, 0, ८ को विलुप्त करने पर, हमें 
जल: पल. डे उल 
रडणओं। औत+ओा 2, था 
४37 का 2४77 5४४5] 


प्राप्त होता है, जो दिए हुए तीनों बिन्दुओं से होकर जाने वाले तल का बाँछित समीकरण है । 


| 


वन्‍मीष्मओ गाकके 
3 ननकीन 


वस्तुत: प्रइन हल करते समय, पाठक को चाहिए कि वह पहली दो समीकरणों से ८, 9, ८ के 
समानुपाती मान ज्ञात करके तथा फिर उन्हें तीसरे समीकरण में रखकर तीनों समीकरणों में से स्थिरांकों 
८, 9, ८ को विलुप्त करे | 
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6.7 दो तलों के प्रतिच्छेदन से होकर जाने वाले तल 
माना दो तलों के समीकरण 


कड़े -न-2फ नी कद--4ी 5२० () 
तथा बाज -- 899 +ै+ ८५2 “48 5-0 2) 

हैं । तब समीकरण 
(&%--099+०2-0/)+-% (895--॥99--०५४८--0५) +50 (3) 
जहां ६ एक स्वेज्छिक स्थिरांक (थज/9 ००ाश80५) है, उन सभी विदुओआं से सेतुष्ट होती हें जो 
तलों ([) और (2) में उभयनिष्ठ हैं। साथ ही, क्योंकि यह समीकरण «, ), ८ में रंखिक है, इसलिए 


यह एक तल निरूपित करती है । 

साथ ही, £८ के विभिन्‍न मानों के लिए, (3) तलों के एक निकाय (595०) को व्यक्त करेंगी । 
अतः समीकरण (3), तलों () तथा (2) की प्रतिच्छेदी रेखा से होकर जाने वाले तलों के तिकाय को 
व्यक्त करती है । 


6,8 दो तलों के बीच का कोण 

दो तलों के बीच का कोण, किसी बिन्दु से दोनों तलों पर खींचे गए अभिलम्बों के बीच के कोण 
के बराबर होता है। 

केयोंकि तलों 

45-89, 79--०४ +- 4६ ८ 

तथा 675 न 829 -+-८४४ -- ६2 २६0 

के अभिलम्बों के दिक्‌ू-अनुपात ऋमणशः 6, 80,, ८ तथा 6,, 03, ८५ के बराबर हैं, इसलिए 
। द 8/82-70।08-00, 

१/ 9/2--०:१-- ०)" ९/ ४८१--७,१--८९, 
जहाँ 0 दोनों तलों के बीच का कोण है। 


दोनों तल समान्तर होंगे, यदि दोनों अभिलम्ब समान्‍्तर हों। परन्तु दोनों अभिलम्ब समान्तर 
होंगे, यदि 


५0५8 0 


980 0| _ ७ 
32. ४2 

अतः यह वह प्रतिबन्ध है जब दोनों तल समान्‍्तर होंगे । 

दोनों तल परस्पर लम्ब होंगे यदि 0--590" हो, अर्थात्‌ ००४ 0550 हो । अतः, 

.._ श82 7702-70.09₹50 ह्रो | 
यह वह प्रतिबन्ध है जब दोनों तल परस्पर लम्ब होंगे । 
टिप्पणी : दो तल सर्वंसस होंगे यदि उनके समीकरणों में ५४, 9, 2 के गुणांक तथा स्थिरांक पद 
समानुपातो हों । अर्थात्‌ जब, 


[4 4॥ (१ ८ व 
|॥ मै दम 0५ ही । 


ही। 


तल 


7] 
0.9 तल से एक बिन्दु की दूरी 
मात्रा लल् का समीकरण 
(जगा नु-मद्ध 55 / . (]) 
है, जहाँ # ( :«0) मूलबिस्यू रे तल पर डाले गये लम्ब की लम्बाई है तथा /, ॥, # इस अभिलम्ब की 
दिक्कीज्याएँ हैं। माना |? (.0, ॥५, 20) कोई बिन्दु है जो इस तल पर स्थित नहीं है तथा यह बिंदु और 
मूलबिदु परस्पर तल के विपरीत ओर स्थित 
समीकरण 
जगा याद 5-८१! (2) 


एक तल लिहकूपित करता है जो ([) के समान्‍्तर है, जहां ७' मूलबिन्दु से इस तल प्र डाले गये अभिलम्ब 
की लम्बाई है । 
यदि यह तल 7? हा 5 ) से होकर जाता है, तो 
सन शा कटा न्‍्ू 9 । 
माला ?!]., ? से तल (]) पर डाला गया लम्ब है तथा माना 0४ तथा 0५” मूलबिन्दु से 
क्रमशः तलों () तथा (2) पर डाले गये लम्ब हैं, जहाँ 0 मूलबिन्दु है । 
सब, ?[,>< पि् -२(0९-. 00४ --/ -- / 
/ 7ह | -] 5 प्घव--/ 
अतः, बिछू (.0, ॥॥ ८0) से तल (४- जाय? -- पथ ८०४ पर डाले गये लम्ब की लम्बाई, व्यंजक 
(| हा ३ “| में बिन्दु के निर्देशांक रखने से प्राप्त होती है । 
उस स्थिति में जबकि बिंदु ? (५), 0५9, <£9) और मुर्लाबदु दिए हुए तल के एक ही ओर स्थित 
हों, स्पष्ट झूप से यह लाम्बिक दूरी /--(/६४-- का2 -- ४», होगी । 
यद्धि तले का समीकरण /&४-]- 3) |(2--70--0 है तथा 70 < 0 है, तो हम पहले इस समीकरण 
को अभिलाब स्वरूप 
| ४ ८ 9 
एक 7 उनल्क्कलए कफ 7 /कककताह्ंत 
में बदलते हैं । तब उपरयवत परिणामों का प्रयोग करने से, तल 
6.४ ० 39 -(- (४४ -- १) 
पर (६,, ॥५, 2.) से डाले गए लम्ब की लम्बाई 
है2। 09, + (2, “2 
९6 ४१ ! 3०-५4 (१० 
जब्न मूलबिंद और दिया हुआ बिंदु तल के विपरीत ओर स्थित होते हैं, तब -+- चिह्न लिया 
जाता है तथा जब ये बिंदू तल के एक ही और स्थित* होते हैं तव -- चिह्न लिया जाता है। 





अए्स्‍न कि कटातीक०० धाटै धरे अ 36९१४ है *क २॥०२११४०००/टट्:०4:४४/स्‍+*घ* वह एव २5% १४३१५३१/२४४नॉैक+ 64(००क*/ा तककतत रैक "रह 30% 3%:%:364-0९%५ एक >7०९९२ #$#7९०एट और ०.4. कह 


“यह दिखाया जा सकता है कि दो बिंदु (5४७, ॥५, 54) और (७,, 09 59) तेल /»४--फ7-- 
02--0 ६0 के एक ही ओर अथवा विपरीत ओर' स्थित होते हैं जबकि व्यंजक &>;--9)0 “९४, +॑- 
और &.७ + 899 4-05, --0 क्रमशः समान चिह्न अथवा विपरीत चिह्न के हों। इस प्रकार 
उपरोक्त नियम से हम यह निर्धारित कर सकते हैं कि मुलबिंदू तथा दिया हुआ बिंदु दिए हुए तल के एक 
ही ओर स्थित हैं या विपरीत ओर स्थित हैं । 
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अतः किसी बाहरी बिन्दु (५, 9, 2) से किसी तल ॥६--७४--८४०--0८50, जहाँ 6 धनात्मक या 
ऋणात्मक या शब्य हो सकता है, पर डाले गए लम्ब को लम्बाई व्यंजक 
बऊ | का | ट्टा गति 


१६३ ॥++। ॥त 


जब अ आ 
से दी जाती है ! 


6.0 दो दिए हुए तलों के बीच बने कोणों को समद्विभाजित करने वाले तलों के समीकरण 
माना दिए हुए दोनों तलों के समीकरण 
धाऊ -+-97--८ाड --प ८८0 
तथा ३४-०३ -+-८४४--४४ ८८४ 
हैं। हम इन दोनों तलों के बीच बने कोणों को समद्विभाजित करने वाले तलों में से किसी एक तल में 
कोई बिन्दु (४, 9, 2) लेते हैं | तब इस बिन्दु से दोनों तलों पर डाले गए लम्यों की लम्बाइयाँ परिमाण 
में बराबर होनी चाहिए । 


अतः: 8]+ “- छा ९ ॥ ध्प ५2, है (| है 4. एज. न 9:9५ न व ने ते न 
०) कक रान्पपभयध्क्प अस्त ० कम पम अप आकर “| >> अीान डां स्ल्नाएट "पे पल 
५ प्र न- 07-९0.“ 4१/ 9.7 --॥ ५  - ९.२ 


ये &, 9, 2 में रेखिक समीकरण होने के कारण समद्विभाजित करने वाले तलों के बॉछित समीकरण 
निरूपित करती हैं । 

इनमें से एक समद्विभाजित करने वाला तल, दोनों दिये हुए तलों के बीच के म्यून कोण को तथा 
दूसरा अधिक कोण को समद्विंभाजित करता है । इसे एक उदाहरण की सहायता से समझाया जायेगा 
(अनुच्छेद 6.] का उदाहरण 4 देखिए) । 


0,44 हल उदाहरण 

उदाहरण : उस तल का समीकरण ज्ञात कीजिए जो <-भक्ष के समानन्‍्तर है तथा ॥ और “>-अक्षों पर 
ऋमणश!ः 5 और 7 के अंतःछण्ड काटठता है । 

हल : माना तल का समीकरण 


न रथ 
का शा रत कहा स्स्ल 
है | यहाँ 0-६5 और ८-7 है । 
क्योंकि तल, #-भक्ष के समाच्तर है जिसकी दिक्कोज्याएँ , 0, 0 होती हैं, अत: तल का अभिलम्ब ए-भद्ष 
पर लम्ब होता चाहिए । 

परन्तु इस तल के अभिन्नम्ब के दिक्‌-अनुपात 


कफ हू! 

] 
इसलिए, >ैएा &(--0»% “7 “-0% ““म50 

धर 2 ८ 


तल 2] 


पी 
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अतः, तल की बॉछित समीकरण निम्न हो जाती 
पा 
8 कई 


या, 79-52 --35 


उदाहरण 2: उस तल का समीकरण ज्ञान कीजिए जो बिन्दु (।, 5), 2) से होकर जाता हूँ वर्षा 
प्रत्येक तल 


3४ न 20-32 च्|य। तथा 5.0--4४-+-४ नर 3 
पर लम्ब है । 


हल : माता ([, --, 2) से होकर जाने वाले तल का समीकरण 
4(४--  ) न (7-+-। ) +- ८(2--2 ) # 0 


अर्थात्‌, 6 जु-09 _न+९2-- व न 0-2८ 0 
है । क्योंकि यह वल दोनों दिए हुए तलों पर लम्ब है, इसलिए हमें निम्न प्राप्त होता है : 
उन 0-3 (<८ () 
56---47-- ८5 0 
इससे निम्न प्राप्त होता है : 
ध्ः / (' 
0 पा 0 
6 - ४ .. 
या, गज 
या, ल्‍ लक 5“ >> का “८ (मानता) 
इसलिए, पन्स्डेट, 9ल्‍तजीगी, टसन 


इन मानों को तल के समीकरण में रखने पर, हमें 
(5%--979-+-2--5 --9---22)/: 50 
अर्थात्‌, 52--99 +- [5-- 8 ८0 
प्राप्त होता है, जो तल का वॉछित समीकरण है । 
उदाहरण 3 : दिखाइये कि तीन बिन्दुओं ([, ।, ), ([,---, | ), (---7,--3, “55 ) से होकर जाते 
बाला तल ऋ/?-तल पर लम्ब है । 
हल : (, |, ।) से होकर जाने वाले किसी तल का समीकरण 
त(&+]) | 0; ) |-८( 2००. ) « 0) 


५ 


है। यदि यह (4,--।, 3) तथा (-++], ““)3, -«उ) से होकर भी जाता है, तो हमें निम्त प्राप्त 
होता है : 

4(]---] ) +90 ( ---] ) +-०( (-- ) २50० अर्थात 8-50 
तथा, 6(--१--] ) +9(---3-- ) +6( -+३---) 50, अर्थात्‌ 46--20--32 ८0 


या ) (४ जम "7 ््ज 
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तल के समीकरण में # तथा ८ के इन मानों को रखने पर, हमें निम्न प्राप्त होता है : 


4 
ध(७४--। ) ++ पर (2--) 0 
या, 3.४--3 --4: -[- 4८ 0) 
या, बे कक] 


अतः यह समीकरण ही तीनों दिए हुए बिन्दुओं से होकर जाने वाल तल का प्रभ्नीकरण है । 
अब, &2-तल का समीकरण ४9:-0 है । 
क्योंकि इन तलों के अभिलम्बों के दिकू-अनुपात क्रमश: 3, 0, --4 तथा 0, |, 0 हैं । इसलिए 
(/--#ागाउ शा, न+0 है 
अतः, तल 3.न्‍0-- 42-- 50 तल #<८50 पर लम्ब है | 
उदाहुरण 4 : तलों 2.:--“#--22--3 50 तथा 3,.7--279--06:--85-50) के बीच बने कोणों की 
समद्विभाजित करने वाले तलों के समीकरण ज्ञात कीजिए । यह भी बताइये कि कौन-सा तल न्यून कोण 
को समह्विभाजित करता है तथा कौन-सा तल अधिक कोण को समद्विभाजित करता है | 
हल : समद्विभाजित करने वाले दोनों तलों के समीकरण निम्न हैं : 
22070 22 3. 30720 | 62778 
शक्र+-जिआा +कजऊऋा (फल 
2.0-+ 9-25 +-3 ऐ __ 3३.--2)'--0652-|- $ 





फल १४४४ ७0 कर ४ 
धनात्मक चिह्न लेते पर, हमें 
जे पल #-०+पैद्व -- 3 रू 0 () 
प्राप्त हीता है । 
ऋणात्मक चिह्न लेने पर, हमें 
23.0-- 39-- 322 --45 5-0 (2) 


प्राप्त होता है । 

अब हम किसी एक समद्विभाजित करने वाले तल, माना () तथा दिए हुए किसी एक तल, 
माना 2४--»- 23--3 550 के बीच का कोण ज्ञात करते हैं । यदि इन दोनों तलों के बीच का कोण ॥ 
हो, तो 


3 ४ 2-57 ४४ |-०4 7६ 2 है हे |. #* 
एक ४ हु धधि क क आक 27774“ पर ह पका 
५८5१-|- (- 7)7- (4) 4/28-[- (००)? 2०2. 30/42.. ७/42 
|| | 
हट ९ सजग 5८ (0६ 45 
परच्तु, के ८:0$ मी 
इसलिए, (]>45" 


कनमआा 


* यदि ००३ 0 का मात ऋणात्मक आता हैं तो हमें उसका केवल निरपेक्ष मान ही लेना चाहि 
क्योंकि हमारी रुचि विभाजित करने वाले तल और दिए हुए तल के बीच न्यूत कोण ज्ञात करने में ही है । 





तल 5 
अतः, समद्विभाजित करने वाले तल (]) तथा दिए हुए तलों में से एक तल के बीच का कोण 
45' से अधिक हैं | अतः समीकरण () दोनों दिए हुए तलों के बीच बने अधिक कोण को समद्रिभाजित 
करने वाले तल को समीकरण है, और इसलिए समीकरण (2) दोनों दिए हुए तलों के बीच बने न्यू 
कोण की रामद्विभाजित करने वाले तल की समीकरण है । 
उदाहरण 5 : दिखाइये कि समान्‍्तर तलों 
2%--22_-2--3 550 तथा 4४---49--22--5 5-0 


के बीच की दूरी का हे। 


हल : हेम पहले तल में कोई बिन्दु (४3, »५, 2,) लेते हैं । जिससे 
. 20-20 +क2 रू “०३ द ([) 
अब (.७,, 07, 2/) मे दूसरे तल पर डाले गये लम्ब की लम्बाई 
4-49 -+ 22, “४ 
५८ 4-- ( हट 
___ 2(2:0--29 +-2 ) [5 
0 

5 24 | सवलरल )अल 


हा [() से] 


| 


] 


कक &+>क०- 


0 


के के +कल्‍्सनम, 


प्रशनावली 6. 


4. बिन्दु (2, 3, ) से होकर जाने वाले तल का समीकरण ज्ञात कीजिए यदि तल के अभिलम्ब के 
दिक्‌-अनुपात 3, 5, 7 हैं । 
2, तल 3:--479--2--5:-50 के समीकरण का अभिलम्ब स्वरूप ज्ञात कीजिए | 
3. उस तल की अंतःखण्ड स्वरूप में समीकरण ज्ञात कीजिए जिसकी समीकरण 
:८--3४--72--2550 है । 
4, बिन्दु (2, ।, 3) से होकर जाने वाले उस तल का समीकरण ज्ञात कीजिए जो तलों 
। ४-29 --ड2सत3 तथा 2४--3>-शचलओ॥ 
के प्रतिज्छेदन से होकर भी जाता है । 
5. दिखाइए कि तल 6४--/१४नैत'नत0, 0#-+- ०४8३-2० 5०० तथा ८४ौ--००४४--६5-० क्रमश: > ४, 
एप तथा 25-तलों पर लम्ब हैं । | 
6. उस तल का सम्तीकरण ज्ञात कीजिए जो »-अक्ष पर --7 का अंतःखण्ड काटता है तथा 2#-तल 
के समानन्‍्तर है । 
7. दिखाइए कि तल ४--279---32-+-45>0, तलों 
2४--59-+-42--550 तथा 4४ - 7>--02-+-2४550 
में से प्रत्येक पर लम्ब है । 


#6 


0. 


![, 


42. 


3, 


[4, 


गणित 


, त्रिन्दुओं (2, , 0), (3,---2, 72) तथा (3, 4, 7) से होकर जाने वाले तल का समीकरण 


ज्ञात कीजिए | 


, क्या आप बिच्दुओं (--2, 3, 5), (!, 2, 3) तथा (7, 0,--) से होकर जाते हुए तल की 


एक अद्वितीय समीकरण प्राप्त कर सकते हैं / यदि नहीं, तो क्यों ! 

यदि बिन्दु 0(6, 2, ८) से ४2 तथा 7ए-तलों पर ऋ्रमश:ः लम्ब ?0।, तथा [५ खींचे जायें, तो 
तल 0.0 का समीकरण ज्ञात कीजिए, जहाँ 0 मूलबिन्दू है । 

दिखाइये कि चारों विर्दु (-- 6, 3, 2), (3,--2, 4), (5, 7, 3) तथा (--!3, [7,--[) 
एक तलीय (००09 ध्याक्षा ) हैं । 

दिखाइये कि बिनन्‍्दुओं (6,-- 4, 4) तथा (0, 0-4) को भिलाने वाली रेखा बिच्दुओं 
(--, “2, -:3) तथा (7, 2, -:5) को मिलाने वाली रेखा को काटती है । 

बिन्दुओं (--!, ।, [) तथा (!,--!, ) से होकर जाने बाले तथा तल ४-29 2८ २5 
पर लम्ब तल का समीकरण ज्ञात कीजिए | 

एक तल निर्देशांक भक्षों से 8, 8, 0" पर इस तरह मिलता है कि चिभुज /&80 का केन्द्रक 


द (०७॥00 ) बिन्दु ( [, “2, ) ) हे | दिखाइए कि इस तल का सभीकरण 0,४-+ 37 -“ टेट 


85. 
6, 
7. 


8. 
9. 


20, 


2. 


-“]8 है। 

तलों 2४--+/-50 और 32--755० की प्रतिच्छेदी रेखा से होकर जाने वाले तथा तल 
4.४--59--32ल्‍8 पर लम्ब तल का सभीकरण ज्ञात कीजिए | 

उस तल का समीकरण ज्ञात कीजिए जो तल 55--379--62--8 -- 0 पर लम्ब है तथा जिसमें 
तलों ७|-29--32-- 4550 और 2४--४- ४--5550 की प्रतिच्छेदी रेखा स्थित है | 
पूलबिन्दु से किसी तल पर डाले गये लम्ब का' पाद ([2, --4, --3) है। उस तल का समी- 
करण ज्ञात कीजिए । 


यदि बिन्दुओं (4, --, 2) तथा (--3, 2, 3) को मिलाने वाली रेखा एक तल पर लम्ब है 
तथा उससे बिन्दु ( -0, 5, 4) पर मिलती है, तो उस तल का समीकरण ज्ञात कीजिए । 
बिन्दुओं (, 0, 0) तथा (0, !, 0) से होकर जाने बाले तथा तल #-. 9८८३ से या का 


कोण बनाने वाले तल का समीकरण ज्ञात कीजिए । 

पलों #-|29--228--35:0 तथा 3»--49--22---4-50 के बीच, बने कोणों को 

समद्विभाजित करने बालें तलों के समीकरण ज्ञात कीजिए तथा वह तल दर्शाइये जो स्यूत कोण 

को समद्विभाजित करता है । द 
एक कह तल (ए७४४80|6 ए|876), जो मूलबिन्दु से एक स्थिर दूरी 39 पर रहता है, निरदेश्ञांक 

अक्षों को ४, 5, ८ पर काठता है। दिखाइये कि त्रिभुज 680 के केन्द्रफ का बिर्पथ 
। ,] ह 


[ 
कक धर “ हु ला प्र है | 


एकक ५]] 
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7। रेखा के समीकरणों का असममित रूप 

आगे दो नज्ों के समीकरणों 

00 ->0 ० -- 0४-- 4, ०0 () 

ना 6, «50, ०0४४ -- वें, :-: 0 द ([ 2 ] 
पर विचार करे | सदि ये दोनों तल सांतर नहीं हैं तो इन्हें एक रेखा में अवश्य काटना चाहिए। अतः 
हम एस दोनों समीकरणों को मिलाकर एक रेखा के समीकरणों के हूप में ले सकते हैं । यह निष्कर्ष कि 
() वा [2] मिलकर एक रेखा निरूषित करते हैं, इस तथ्य से निकलता है कि रेखा पर स्थित कोई 
भी विछू दोनों हलीं पर हिदस है. और इसलिए इसके निर्देशांक समीकरणों () तथा (2) दोतों को 
लताड करते हैं। विज्ञोगगः कोई विद जिसके निर्देशांक समीकरणों () तथा (2) को सल्तुष्ट करते हैं, 
दोगों सालों पर दिखते है तथा इसलिए रेखा पर स्थित है। समीकरण ([) तथा (2) मिलकर एक रेखा 
वी : मम्मित (पराउजाशशा।ओं) समीकरण कहलाती हैं | 

दिप्पणी : किसी रेखा से होकर जाने थाले दो भिन्न तलों को निरूपित करने वाले समीकरणों 
के युग्म की सहायता से उस रेखा का निरुपण वास्तव में अद्वितीय (॥४५॥०) नहीं होता है । एक रेखा 
के ऐसे दो तलों के समीकरणों के युग्स की सहायता से अनस्त तिरूपण हो सकते हैं जितकी यह रेखा 
उभपनिष्ठ प्रतिच्छेंदी रेखा है। उदाहरणार्थ, समीकरणों 

ते त09-0/:०7 

तथा ॥४+- ०-४: 2 

द्वारा मिरपित रेखा, समीकरण 
[08-9-०);9 + 9 

नयी 4६-|-9०९०-57/< 

के पुग्म द्वारा भी निरूपित की जा सकती है। 


7.0 रेखा के समीकरणों का सममित या बीनानिकल रूप 


माना एक रेखा, जिसकी दिवकोज्याएँ /, ॥, ॥ हैं, पर एक बिन्दु 8 (७, 0५ 2/) है| रेखी पर 
कोई अस्य बिच्दू ?(0, ॥ ८) लीजिए तथा मात लीजिए कि ?:-०/ है। रेखाखण्ड ॥? के निर्दशांक 
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अक्षों पर प्रक्षेप ५४ --.५४॥, ४-9, ४-23 हैं, जिससे हमें 
तप ए-ल्‍तप आया तिथीं इनहट]सका 
प्राप्त होता है । 


बस लिए) "ते 


न्‍| अलत ज॑ 2 2 
पा | 
समीकरण ([) रेखा की सममित (5४ज॥776॥708|) रूप में बॉछित सप्तीकरण हैं । 
टिप्पणी  : यदि किसी रेखा के दिकू-अनुपात ७, 9, 6 हीं, तो (5,, 9,, 2,) से होकर जाने 
पल 
| ) ९ 





(।) (क्योंकि प्रत्येक.।' के बराबर है) 


वाली इसे रेखा के ससीकरणों का ससमित रूप होगा, क्योंकि 9 0,९; 


), ७, ॥ के समालुपाती हैं । क्‍ 
छिप्पणी 2 : उपर्युक्त सभीकरण () से यह निष्कर्ष निकलता है कि 
ऋचन्ष ४, ५55५, +शार तथा शन्‍न्ट,न॑-छा 
है, जो प्राचल (छब४०४०(८४) ४ की पदों में रेखा पर स्थित किसी बिन्दु के व्यापक निर्देशांक हैं । 
इल समीकरणों को किसी रेखा के प्राचलिक समीकरण (छ9श/छा८07० यृुएछ/078) भी कहते 
हैं । 
टिप्पणी 3: समभित रूप सें £, # तथा 2-अक्षों के समीकरण क्रमश: 


जज जा. 9 8 तथा-* ८ -+-. हैं | 
] 


0 


0 
7.3 दो बिन्दुओं से होकर जाने वाली रेखा के समीकरण 
भानता (जा, )॥, 25,) तथा (७७, 0५, 2५) ए हुए बिन्द हैं। क्योंकि इन बिन्दुओं से होकर 
जाने वाली रेखा के दिक-अनुपात ७-७, 99-90), 2/“2, दैं। अतः इस रेखा की सममित रूप में 
वाँछित समीकरण 


बिक 5 2। क। 
और ज। 28५४ 23 गाफया 


7.4 रेखा के समीकरणों का असमसित रूप से सममित रूप में परिवर्तन 
माना किसी रेखा के असममित रूप में समीकरण 
धाज न+79-+ ८४ -॑-4 हन+0 ([) 
तथा ध,४-- 0, 7--८2--व५ रू 0 (2) 
हैं। माना समीकरण () तथा (2) मिलकर जिस रेखा को निरूपित करते हैं उसके दिक-अनुपात 6, 8, ८ 


हैं । क्योंकि यह रेश्षा दोतों तलों () तथा (2) में स्थित है, अतः दोनों तलों के अभिलम्ब इस रेखा पर 
लम्ब होने चाहिए । 


#न्रिविमीय ज्यामिति में किसी रेखा के समीकरणों के सममित रूप में हर में शून्य लिखने की 
परिपाटी केवल यह दर्शाने के लिए है कि वह रेखा तदतुरूपी अक्ष पर लम्ब है तथा यह अर्थहीन राशि 
का मात निर्धारित करने के लिए नहीं है । 
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इसलिए ४ फ्चा -+ 9) । अैै 
तथा, ६६; --०02-- ८९४ ल्‍+ 0 

६५ ध्‌ 2 ९ 
इससे हमें पा मम न न लए लक मम 

2 0402---220 १ 008-- ८६ 60:/--६४०0 & (माना ) 

प्राप्त होता है, जहाँ & कोई स्थिरांक है । 

इसलिए, व लय (8 02--0:90), 0 कसी (०6,---८०१; ), ८ससंद[600, --- 4५४, ) 


अब, हमें इस रेखा पर स्थित किसी बिन्दु के निर्देशांकों की आवश्यकता है । सुविधा की दृष्टि रो, 
हम इस रेखा गौर हऋ५-तल, अर्थात्‌ तल 25८0%* का प्रतिच्छेंद बिन्दु ज्ञात करते हैं। () तथा (2) 
में 2550 रखने पर, हम 


4३.८--9] 9-६, ५ 0 


तथा, 4 हु 929 न 2 न्न्छे 
प्राप्त करते हैं । 
हर] हम 9 ] 
सलिए न न 
अर 90-04 वी जग 6 पड 
इसलिए, कक 00५ कक 8५96, र्त्ध 9८ (४ ] 
६] 0.25 6] (| 0 ॥-०८५0+ 


अत्त: रेखा पर स्थित एक बिन्दु के निर्देशांक 
(६ | ॥ ८ पल 024 दा ६..---([, (88 0 ) 
40,"+ ४, 44] 0.-+ध )४)] 


हैं। अत, सभी में / काटने पर, इस रेखा के समभित रूप में बाँछित समीकरण 


80."77/2 4 री _४42--4५24॥ 
(व | “(7५8] म ध82774:207 हैं । 
कि हँ (७ 6. ८] (१4,/+7£०५7 ध मा 5। 393 टः 


7.5 रेखा तथा तल के बीच का कोण 


एक रेखा तथा एक तल के बीच का कोण, उत्त तल के अभिलम्ब तथा दी हुई रेखा के बीच बने 
कोण के प्रक कोण ((०गफंशिााणा।879 धाहां०) से परिभाषित किया जाता है। माना एक रेखा के 
समीकरण - 4. व्क न. 2. हतन हैं तथा एक तल का समी करण 4:८--0»+-८४-+-४5-0 है, जहाँ 


7/$ 
॥ 70, # रेखा के दिकू-अनुपात हैं तथा 6, 2, ८ तल के अभिलम्ब के दिक्‌-अनुपात हैं । 
यदि रेखा तथा तल के बीच का कोण 0 है, तो दी हुई रेखा तथा दिए हुए तल के अभिलम्ब के 
बीच का कौण 90*-.0 है । 
+हम तल 2>50 के स्थान पर रेखा का तल ८-०0 या 95-50 के साथ भी प्रतिच्छेद बिन्द 
ज्ञात कर सकते हैं। उप्त स्थिति में जबकि रेखा किसी निर्देशांक तल के समान्तर है, हम उस रेखा का _ 
य दो निर्देशांक तलों में स किसी एक तल के साथ प्रतिच्छेद बिन्दु ज्ञात करंगे | 
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4(/नै- ##--(क 
0 ५० (90-90) 5 उकवकक उत्कदका 
& -॑ 00 +- शा का 
ज्फ्रकश्फकण शनि केल 
इस प्रकार, दी हुई रंखा तथा तल के बीच का कोण ज्ञात हो जाता है। 


या, 88 0 -- 


7.6 रेखा के किसी तल में स्थित होने के लिए प्रतिबन्ध 
माता रेखा तथा तल के समीकरण ऋरमश: 


2८ दा 
797 | 
तथा कान 27--८८2+ं-्ध -+ 0 


हैं, जहाँ /, 8, # रेखा के दिक-अनुपात हैं तथा 6, 0, € तल के अभिलम्ब के विक्‌-अनुपात हैं । 


रेखा तल में स्थित होगी यदि 
(+) तल का अभिलस्ब रेखा पर लम्ब हो, तथा 
(॥) रेखा पर स्थित कोई भी बिन्दु तल में स्थित हो । 
(7) तथा (४) से, हमें निम्न प्रतिबन्ध प्राप्त होते हैं : 
धाज- 90 -+- ८ह न्‍+ 0 हु 
तथा, वा |+29,+“ ८८2] +- ८८ 0 
' उपर्यक्त ही किसी रेखा के किसी तल में स्थिल होने के लिए वाँछित प्रतिबन्ध हैं । 
उपप्रभेय : उस तल, जिसमें रेखा 
जाओ अत या 
|| हा] || 
स्थित है, का व्यापक समीकरण द 
ह & (ह--5।)+9(9--५७३ ) -+ ९(५--४,) ८0 
है, जहाँ &, 8, (! इस प्रकार हैं कि 
5 नी जि॥-[(शार फि 


7.7 दो रेखाओं के बोच की लघृतम दूरी 


हम दो दी हुई विषमतलीय* रेखाओं (8८०७० ॥769) के बीच की लघुतमः दूरी (8806४ 
१887०8) [8. 70.] को उस रेखाखण्ड से परिभाषित करते हैं जो दोनों दी हुई रेखाओं से समकोण 
पर सिलता है। लघुतम दूरी ($. 90.) की लम्बाई, लघुतम दूरी की रेखा के समीकरण तथा उम 
बिन्दुओं के निर्देशांक जहा लघुतम दूरी की यह रेखा दी हुईं रेखाओं को काटती है, ज्ञात करना एक 
उदाहरण की सहायता से स्पष्ट किया जायेगा (देखिये उदाहरण 5, अनुच्छेद 7.9) । 


* दो रेखाएँ विषमतलीय तब कहलाती हैं जब वे दोनों एक ही तल में स्थित नहीं होतीं । दो 
विषमतलीय रेखाएँ सदैव असमान्तर तथा अप्रतिच्छेदी होती हैं। य क्‍ 
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7.8 बिल्दु की किसी रेखा से दूरी 
माता एक रखा के समीकरण 


8. किक. मी पाक 4 बल इक: 


कमा 


[ ॥॥ | 
हैं, जहाँ ॥ ॥॥, / इस रेखा की दिक्‍्क्रोज्प्राएँ हैं। माना ?(७६, ५, 2 ) एक बिन्दु है जो रेखा पर स्थित 


हीं है। हम रेखा पर स्थित बिन्दु (६६, 9, 2) को 0 से दर्शाते हैं। ? मे दी हुई रेखा पर एक 
लम्ब शेर ब्रींचा भया है (देखिये आकृति 7,) 


72(%४ 27 ५2 2.) 


श्े | 
(५ ॥ ० ४॥] *<॥। ) 


आकृति 7.7 


अब, ?( का इस रेखा, जिसकी दिक्‍कोज्याएँ // %, # हैं, पर प्रक्षेप 0! है । 


इसलिए, एप (0-0) नी (0-2) नीए [२ नस) 
साथ ही,. 00९5 (७४--४)*+ (0-०) नव) 
इसलिए, शिक्र-5 /96*-07४ 


का | (७४-- स्‍)-(७४--७७) (20-०2) 


“5(0७-०३) 7 9५-77) +7( 2525 था 
यह ही किसी बिन्दु की एक दी हुई रेखा से वॉछित दूरी है। |. 


47.9 हुल उदाहरण 
उदाहरण । : उत्त रेखा के समीकरण शात कीजिए जो रेखा 
एड रा दाग 
3 [. 9 
के समान्‍्तर है तथा बिन्दु (3, 0, 5) से होकर जाती है । 
हल : क्योंकि रेखा दी हुई रेखा के समान्तर है, अतः इसके दिक्‌ू-अनुपात 3, |, 9 होंगे। अतः रेखा के 


है 
ण तक न केकक अननककन»कमन»+०_-नकनक्मक.. बंध कैब >जक+-नरिक-ैल्‍कललक+-० मा 4-४ अरपसरिकमओ, 
वॉँछित समीकरण ठ ठ हैं। 
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उद्दाहरण 2 : उस बिन्दु के निर्देशांक ज्ञात कीजिए जहाँ रेखा 


4 कल मज आम तल 3%४-+-49-+४व सू5 


हे “2 ' 
को काटती है। 
हल: गाना “्ट/- «रई०३:2-+क है। 


इसलिए, धन्‍्॑--], ॥>#३7८--३, 2552--2/ 
क्योंकि रेखा तल को काटती है इसलिए ४, », 2 के ये मान, #£ के किसी मान के लिए, तल के समीकरण 
को सच्तुष्ट करेंगे । 
४, ४, 2 के मानों को तल के समीकरण में रखने पर, हमें तिम्त प्राप्त होता हैं : 
3(४--) +-4 [ ॥/--3) -+-5 (2-20) «२5 
इसलिए, दिए 2 
अतः, बाँछित प्रतिच्छेद बिन्दु (।, 3, --2) है। 


उदाहरण 3 : बिन्दु (, ।, ) से होकर जाने वाले तथा रेखा 
४०29 न 2 ल|टे, कए नै 3072 नै | स् 0 

पर लम्ब तल का समीकरण ज्ञात कीजिए । 
हल ; माता (], ।, )) से होकर जाने वाले तल का समीकरण 

5 (४--] ) 5 (॥--। ) |! (2-- ) २50 ([) 
' है क्योंकि यह तल दो दिए हुए तलों की प्रतिच्छेदी रेवा पर लम्ब है, अतः यहे उत दोनों तलों पर 

लम्बर हीना चाहिए। अतः हमें 
0-23 7 (लू 0 
तथा, 40 -- 33---(१ >> 0 


प्राप्त होता है, जिससे हमें 


ही. ६ 3. एट द 
2०3 बर्न). 3क॥ 
आर्थात, + रे मल 
हे 8० 0 || 
प्राप्त होता है । 


/&., 3, ( के ये समानुपाती मात्र (।) में रखने पर, हमें मिम्न प्राप्त होता है : 
-- ४-5 (/!-+) + | (2---] ) 5४0 
या, पं -+4 ० 2 “5 5 5-0 
यह ही तल की वांछित समीकरण है । 
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परदाहरण 4 : उस तल का समीकरण ज्ञात कौजिए जिसमें रेखा 
बरी 72 
“52. 3 [ 
तथा बिन्दु (--, 0, 2) स्थित हैँ । 
हल : दिए हुए समीकरणों को 
अभय अमल 
2. 3 न 
के रूप में लिखा जा सकता है। किसी तल का समीकरण जिसमें दी हुईं रेखा स्थित है 
5» -- 3 (3-- ) ७० (दा ) न््प् ( ) 
है, जहां “720 --38-.-0--0 (2) 
क्योंकि ([) बिन्दु (--, 0, 2) से होकर जाता है, इसलिए 
“2-3 -+-05--0 (3) 
(2) तथा (3) से, हम निम्न प्राप्त करते हैं : 
० 338 ]+2  2+-3 
या, हैं स्सः ज नल हू ८४ (मात्ता) 
इसलिए, 8५२2, 3-53/2, 0-5६ 


0५, 3 तथा ( के मान () में रखने पर, हम 


22--3(४--)+5(2--) 50 
अर्थात्‌, 2>& -ै- 39 -- 52---8 --0 


प्राप्त करते हैं, जो तल का वाँछित समीकरण है। 


उदाहरण 5 :; रेखाभों 


कलर कसम करन फैन समन कत-म मन > 3 विभनननननननज.... +पगगफमानािणकक बनना अन्‍-न्‍मकमी: 


है व  छ्वूटदा 


के बीच लघृतम दूरी वाली रेखा के समीकरण ज्ञात कीजिए । लघुतम दूरी तथा उन बिन्दुओं के निर्देशांक 
भी ज्ञात कीजिए जहाँ लघुतभ दूरी वाली रेखा दी हुई रेखाओं को काठती है । 


४-० 2-9 _2-- (0 __.. 
हल  सात्तां ठठ नल न, नमः करा 6 





4 हा ६ की न ८ लत कक: 
तथा, ्ण्दु हर 


इसलिए, (3/५ ली ] आल] 77 --0) तथा (37, +5, 8/8 - हल क्रमशः दी 
हुई दोनों रेखाओं पर स्थित बिन्दुओं के व्यापक निर्देशांक हैं। हम इन दोनों बिक्दुओं को ऋमश:ः 7५ तथा 


आाांखांकात 
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7, से व्यक्त करते हैं। ?,?, के दिक-अनुपात . 
37५८ 3/9“ हु /+,- | (/१--8/.-” 386 , हा जी 5/' यु 3 
हैं। यदि रेखा ??।?, दोनों रेखाओं पर लम्ब हो तो वह लघुतम दूरी वाली रेखा होगी । इस स्थिति में, 
हमें निम्न प्राप्त होता है : 
3(3/ .--3/, ० 7)--6(-- 6/, -: 8/,--०38) +- 7(77५ +-$/॥ + 3) *0 
तथा, 3(3॥--3/५/--7) +-0 (-० 60 -- $78-- 38 )--5 (7 +57/४+-5) 5० 
हम दोनों समीकरणों को क्रमशः सरल करने पर, हमें निम्न प्राप्त होता है : 
]9 74 “77/0+- 3[5« () 


तथा, [[0 -+-+/7४ +25 50 
।५ कि 
5: ॥ १ मी >> न जम कद लत नम कय मिमी  नमशिल जज न 
हे ' 775फ25--3]5%:7 3]%]--457>%25 572>८7--77%८ ! 
अर्थात्‌ शिया मिलकर ८ पशिकलिजय 
कर, “5252. “-5५4 252 
इसलिए, ॥ समय तेथा ।५६०-2 


४ तथा ५ के इन मानों को क्रमश: 7? तथा 7, के निर्देशांकों में रखने पर, हम 

9, (5, 7, 3) तथा 7, (9, 3, [5) 
प्राप्त करते हैं । ये उन बिन्दुओं के वाँछित निर्देशांक हैं जहाँ लघुतम दूरी वाली रेखा दी हुई रेखाओं 
को काटती है । 


इस लिए, लघुतम दुरी तथा ९ 9-5) + (3_योकतउ-आे 


अन्त में, लघुतम दूरी वाली रेखा, अर्थात्‌ त्रिग्दुओं 2 (5, 7; 3) तथा ?, (9, 3, ॥5) को 
मिलाने वाली रेखा के समीकरण निम्न हैं : 
अत, के नल आह पक, 
9-5 ॥3-| 5७- 
328 ला आयाम पक 


|, 
ह आपका 
सा, 2 आधा का आया 2 ० ्टि > 
हट ] 6 
उदाहरण 6 : बिन्दु ( ) की रेखा दल नस ५ न्म् कर से दूरी ज्ञात कीजिए 





हल : रेखा के समीकरण --.. हम ५ हल हैँ । 
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इसलिए, इस रंखा की दिक्‍्कोज्याएँ 


न 6 कल 
७(७००2)+ 6३ (०८७3)/  ७(--2)--७१/-(०-३॥४  /(-2)*-०-6४३---३।१ 
हे 2 6 3 

धर्ति, पर हक: 20 हे बा 2 ०2०५ | 


बिन्दु (4, 0, [) रेंखा पर स्थित है। इस बिन्दु की दिए हुए बिन्दु (2, 3, 4) से दूरी 
५/(4- 2)*-- (--3)१+ ([--4)*5- «/ 52 है । दी हुई रेखा पर इन दोनों बिन्दुओं को 
मिलाने वाले रेखाखण्ड का प्रक्षेप 
6 
न --+ (4-2)+-क (-3)- 


अत:, बॉछित दूरी 


इया »3&-रस७&3 4533५. ००२आा१)3न न +क०+ ४» ब3-3५«4_क.24% ++3-५००- ८५ २५८ ९५००७ >. जग >लअफजम+>भम_... 4 ड़ 
&. 


प्रदनावली 7.7 


8, मूलबिनदु से होकर जाने वाली तथा दिक-अनुपात 2, 3, 4 वाली रेखा के समीकरण क्‍या हैं ? 
2. दोनों समीकरणों 
न 9 न-2--] नौ 0 
तथा 20-- 7-32 -- | +0 
द्वारा मिलकर दी जाने वाली रेखा के सममित रूप में समीकरण ज्ञात कीजिए । 
3. भिम्न समीकरणों द्वारा मिरूपित रेखाओं के सममभित रूप में समीकरण क्या हैं ? 
(२) <&च्लप, 3 म्न0 
(7) बाजनैे-शछन- शान), 4%४--0५४ ८४०६० 
(॥॥) अच्न्व, 09८ -+-वै सम 0 
(9) क--+2>न+८र८०0, (१-०८ --/:<0 
4. उस बिन्दु के निर्देशांक ज्ञात कीनिए जहाँ बिन्दुओं (2, ---3, ) तथा (3, 4, --5) को 
मिलाने वाली रेखा तल 2४--४०»-+-£5<»7 की काटती है । 
उस रेखा के समीकरणों को ज्ञात कीजिए जो बिन्दु (5, --7, --3) से होकर जाती है तथा 


रेखा नाथु थ्प- द जज का / के समान्‍्तर है । 


गा 
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40. 


॥. 


42. 


3,. 


44, 


5, 


गणित 


दिखाइये कि दो रेखाएं 


तथा 


परस्पर काठती हैं। इन रेखाओं के प्रतिच्छेद बिन्दु को भी ज्ञात कीजिए । 


, दिखाइये कि रेखाएँ 


४]-->29--52--95२05७८३४--० न 2४- ४ 
तथा 22--39-- ४---3>६0554७---5»-+-52-+-3 
एकतलीय हैं । 
एक रेखा जिसके दिक्‌-अनुपात 2, , 2 हैं, समीकरणों 
४9 नै-धक| 25, ४-न॑-धन्स 29-20 
द्वारा निरूपित प्रत्येक रेखा से मिलती है। प्रत्येक प्रतिच्छेद बिन्दु के निर्देशोंक ज्ञात कीजिए । 


« बिन्दु (2, 4, --) से रेखा ४-|- 5 व्न-लल 50. पर डाले गए लम्ब के समीकरण 


| --+9 
ज्ञात कीजिए । इस लम्ब के पाद के निर्देशांक भी ज्ञात कीजिए । 


तल 2#--2-+-<--3550 में बिन्दु (, 3, 4) के प्रतिबिम्ब के निर्देशांक ज्ञात कीजिए । 





रेखा प्न्प- तन तथा तल ४--)--४5-5 के प्रतिच्छेद बिन्दु से, बिन्दु 
(-- 4, “55, ---0) की दूरी ज्ञात कीजिए । 
बिन्दु (--, 3, 2) से होकर जाने वाली तथा तल ४---29--22ऋ53 पर लम्ब रेखा के 


समीकरण ज्ञात कीजिए । इससे प्राप्त लम्ब की लम्बाई तथा उसके पाद के निर्देशांकों को भी 
ज्ञात कीजिए । 


बिन्द्‌ (, 2, 4) से होकर जाते वाली तथा रेखा : 
32-29 “2 #र4, ४-29 “-- 2255 5 
के समान्‍्तर रेखा के समीकरणों को ज्ञात कीजिए । 
उन रेखाओं के बीच का कोण ज्ञात कीजिए जिनमें तल 
32-79 --+ 525८5  तेथा 5% -- 39 --32--25--0 
तल 8४--]9-]-22550 
को काठते हैं । 


बिन्दुओं (!, 0, -- 7) और (3, 2, 2) से होकर जाने वाले तथा रेखा 


] ] 
गा [कत7। (-79) २ लु +#“) 
के समांतर तल का समीकरण ज्ञात कीजिए । 
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6. उप्त तल का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसमें रेखा _ जज: कर पी 2५7४ 
तथा बिन्दु (0, 3, 0) स्थित हैं । ह 
7. रेखाओं 
#- 5 5 सह 8 
22 +/ 5 
रे जा -- 9 
तथा के [| ह || हे 


के बीच लघुतम दूरी की लम्बाई तथा लघृतम दूरी वाली रेश्ा के समीकरण ज्ञात कीजिए । 
8, बिल्यु (5, 4, -- [) से रेखा 
आला 


टे 9 
पर डाले गए लम्ब की लम्बाई ज्ञात कीजिए । 





। 
5 


एकक जता 


गोला 


8.] परिभाषा 


गोला (गोलक) [87005] एक बिच्दु का बिन्दुपथ है जो आकाश में इस तरह चलता है कि 
इसकी एक स्थिर (॥080) बिन्दु से दूरी हमेशा स्थिर रहती है | स्थिर बिन्दु गोले का केस्द्र (6७6) 
तथा स्थिर दूरी उसकी ज़िज्या (8078) कहलाती है। 


8.] गोले का व्यापक समीकरण 
माना गोले का केन्द्र (6, 8, ८) है तथा इसकी त्रिज्या / है। हम गोले पर कोई बिस्दू (४, ), 2) 
लेते हैं। तब इन दोनों बिरदुओं के बीच की दूरी # होनी चाहिए । अतः, हम 
(४-०) + (2-8 )/+ (2-८) २ । 
अर्थात, ४]--38+-४--24४--209--2८2--०--४--८४-- +४:-ी 
प्राप्त करते हैं, जो बिन्दु (४, » ४) का बिनर्दृपथ है तथा इसलिए यह ही गोले की वलछित व्यापक 
समीकरण है । इस व्यापक समीकरण को प्राय: 
5१-- ए१--7१--205 + 20५ न 2०१४ +- 050 ()* 
के रूप में लिखा जाता है। हम देखते हैं कि व्यापक समीकरण (]) की निम्न लिखित विशेषताएँ हैं ; 
(7) यह 5; », £ में द्वितीय घात की समीकरण है, कर्थात्‌ 5, », £ में से प्रत्येक की अधिकतम 
. घात 2 है। 
(#) ४“, »* तथा ४? में ते प्रत्येक के गुणाँक़ बराबर हैं । 
(77) इसमें ४», 32 और 22 के प्रकार के कोई भी गुणन पद (00७७ एव ) बहीं हैं । 


विद्ोमत: ५, ॥, 2 में प्रत्येक द्विघात समीकरण जो उपर्युक्त तीनों विशेषताओं को सत्तुष् 
करती है, एक गोला निरूपित करती है। 





“गोले की व्यापक समीकरण को 


वन -42/202-+-2८0/--2024-/5-0, (4:50 
के रूप में भी लिख सकते हैं जो, ४ से विभाजित करने पर, (!) के रूप में परिवर्तित ही जाती है | 
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इस सिद्ध करने के लिए हम समीकरण () को 

(0 ॥8)/ | (॥"|7+) -- (: ४) 8 ४ -ै-६४-|-॥४-- ८ 
के रूप में दुद्बारा लिखते हैं। यह समीकरण यह्त दर्शाती है कि चर (५४४४४0॥७ ) ४, 9, ८ के सभी मात्तों 
के लिए बिन्दुओं (६, ॥, ८) तथा ( ४ -४,-“॥) के बीच की दूरी हमेशा ५/एय्फक्राफझए 
। क्योंकि व्यंजक (/वत7--४४- ४--॥ एक स्थिरॉक है, इसलिए (! ) हारा निरूपित बिखदुपथ एक , 

गोला है जिसका केन्द्र (“/9,“-५,८४) तथा त्रिज्या २/ए४ ०रूपफऋ्-॥ है। हम्त देखते हैं कि 
“-0४+-४०-; ज्--प >»0 है। 

एक विशिष्ट स्थिति की ले हु म देखते हैं कि उस गोले, जिसका केन्द्र मूलबिन्दु है तथा 
त्िज्या + है, का समीकरण 


लत रु ल्‍+ ५ बम । * प्र छ् +/4432. ७ | 
होता है । 


8.3 ज्ञार बिन्दुओं से होकर जाने वाले गोले का समीकरण 


हम देखते हैं कि गोले के व्यापक समीकरण में चार स्वेच्छिक स्थिरांक हैं । इस प्रकार, गोले का 
अद्वितीय समीकरण ज्ञात करने के लिए हमें चार प्रतिवन्धों की आवश्यकता है। 
मात्ता आकाण में चार विर्‌ (७, ॥फ 2) (७ ॥0 50)। (5.७ /क 5३)3 पैथा (5५ 0५ ८.) 
दिए हैं। ये विरदु इस तरह हैं कि ये एक ही तल में स्थित नहीं हैं तथा इन चारों बिन्दुर्ओं से होकर एक 
गोला जा सकता है । जब हेम इन चारों जिन्द ओं से होकर जाते हुए गोले का समीकरण निर्धारित 
करंगे | ' 
माना इन चारों बिन्द्रओं से होकर जाने वाले गोले का समीकरण 
४ | कह | 28) शा ०2४७ 20४ -- () 
है । क्योंकि गोला दिए हुए विन्दुओं से होकर जाता हैं, अतः हम 
पट व 0") 20 | 2 नै श।00 “| ४5 0 (2) 
2७ | व -। बडी | 2059 | 27 -ै+ 2052 _ै-पवै- (-)' 
डा शा | 2009 | 20508" पैस- (4) 
0१ न] पर न 4 20 + 2एव +शा५८, ४२० (5) 
प्राप्त करते हैं। यदि अब हम इन पॉाँचों समीकरणों से भज्ञात राशियाँ ॥ 9, ?, ८ विलुप्त कर दे, तो 
हुमें गोलि की वाँछित सप्तीकरण प्राप्त हो जाएगी। इस विलुप्तीकरण के परिणाम को पाँचवें क्रम 
(॥0॥ ०7१७) के एक सारणिक (6९८०(९४४४४॥) के रूप में भिस्‍्न प्रकार व्यक्त किया जा सकता है : 


एज न-ठार - 84 न /! 2; हु 
का | ] *.. | ह ्ा 33] वे ८] [ 
हि मह “पा है । का] न है दर ] भ्न्न्छ 


2 के (0 शत ४४8 ४8 के 


पा न्प+ हर न हम “४५ 24 । 
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पाँचवें क्रम के ऐसे सारणिक का प्रसार करना कठिन होता है। अतः किसी अंकीय भ्रइन 
को करते समय पाठक को चाहिए कि वह पहले समीकरणों (2) से (5) को ४, ५, ॥! तथा ४ के मानों 
के लिए हल करे तथा फिर गोले का वाँछित समीकरण प्राप्त करने के लिए इन मात्रों को समीकरण (]) 
में रखे । इसको एक उदाहरण की सहायता से स्पष्ट किया जायेगा (देखिए उदाहरण 2, अनुच्छेद 8.4) । 


8,4 हल उदाहरण 

उदाहरण 4 : दिखाइये कि एक बिन्दु का बिन्दुपथ, जो इस प्रकार चलता हैं कि एक धत्त के सभी छः 
फलकों (#8००७) से इसकी दूरियों के वर्गों का योग स्थिर है, एक गोला है । इस गोले का केन्द्र तथा 
त्रिज्या ज्ञात कीजिए । 

हल : माना धन के छः फलकों द्वारा निर्धारित तलों के समीकरण झल्च0, अच्॑क, अच्|0, व, 
2--0 तथा 25-58 हैं, जहाँ & धन की एक भुजा है। मानता (०, 8, ४) आकाश में एक बिक्‍्दु है। 
इस बिन्द्‌ से उपर्युक्त छः तलों की दूरियाँ क्रमश: ७, ५--६, 0, 2,--०, ४ तथा १--४ हैं । यदि इत 
दरियों के बर्गों का योग एक स्थिरांक, माता, £ है तो हमें निम्न प्राप्त होता है ; 


कह -(७--०)--35१-+- (७-८4) +- ९४ न-(%१--५०)१5०/८ 


या, 2(०४ -|- 32 --१/४) -- 2०-24 2--.24१7 +- 3६7 <+/८ 
या, ०४-- 38 --%-- ६३ -- ध ०-० स+ हे ही ् 
अतः (५, 9, 7) का बिन्दुपथ 

४ नी9४+-2१--ध%४०--०7--दधढ +- -59- के ्- स्म्ल() 





है, जो एक गोला है । 


इस समीकरण की गोले की व्यापक समीकरण से तुलना करने पर, हमें केन्द्र 


[ 8 0 ५4 ) 
2 2 27 


तथा त्रिज्या 
दे... 8 . हक . उद्द.. ६& __ ५. 345 
॥ ५/ का अर अं बा +आ 5 % का आआ ५ > अं 
प्राप्त होते हैं । 


उदाहरण 2 : उस गोले का समीकरण ज्ञात कीजिए जो बिन्दुओं (, 2, 3), (--!, [, 4), (0, 3, 3) 
तथा (, 3, 2) से होकर जाता है । 
. हल : मानता गोले का समीकरण 
क्‍ नै नि ४-20 --2४० -- 202 -[-०५७-० ([) 
है। क्योंकि यह गोला दिए हुए बिन्दुओं से होकर जाता है, अतः हमें तिम्त प्राप्त होता है : 

20--49#-- 69 -- ६5८ -- 4 (2) 


गोला 


9 
““ 20 टै/ |: 8४ +- ध>5-- 8 (3) 
80 47 6)/ |- ध>४--- 8 (4) 
तथा 20 +- 69-+-49 -ै+ पैं 5०5--- (5) 
समीकरण (3) को (2) में से, (3) को (4) में से तथा (4) को (5) में से घटाने पर, हम 
निम्न प्राप्त करते हैं 
40॥- 277-“2%# सन थ॑ (65) 
20॥/-47---2॥9 #0 (7) 
20/-7 29554 (8) 
समीकरण (8) को (7) में से घटाने पर, हम 
ध/०-----4 , अर्थात्‌ क्र 
प्राप्त करते हैं | ७ के इस मान को (6) तथा (7) में रखने पर, हम 
4॥/ “20% न 6 (9) 
20/"“720% 5 4 (0) 


प्राप्त करते हैं। (0) को (9) में से घटाने पर, हम 
20:52, अर्थात्‌ #>+] 
प्राप्त करते हैं। अतः (9) से हमें 
# वात 
प्राप्त होता है। ४; » और # के मान्रों को (2) में रखने पर हमें ४->--6 प्राप्त होता है। ४, 
तथा & के मान (]) में रखने पर, हमें 
24 -० ए- ० 22 --22---2979----22-- 6 5८0 
प्राप्त होता है, जो गोले की वाँछित समीकरण है । 


४ 


उदाहरण 3 : बिन्दुओं (2, 3, 5) तथा (4, 9, ---3) को मिलाने वाले रेखाखण्ड को व्यास मानकर 
निर्मित गोले का समीकरण ज्ञात कीजिए । , 


हल : बिन्दुओं (2, 3, 5) तथा (4, 9, --3) को मिलाने वाले रेखाखण्ड का सध्य-बिन्दु गोले का केन्द्र 
होगा । | 


इसलिए, गोले का केन्द्र 


(+ 0०-+4), लै (3+9), 5 (5-9 ) 
अर्थात्‌, (3, 6, ) 
: अब, केन्द्र तथा व्यास के किसी सिरे के बीच की दूरी गोले की त्रिज्या है। अतः, गोले की 
त्रिज्या +२५/8-%४+छ-ऊश्फत-क»४ २४५/ 26 
इसलिए, गोले का समीकरण 


(४--3)”-+ (/---6) *+- (४--) !₹526 
लर्थात्‌, ४४ -- )8--2४---6७७---29--2४ --20750 है । 
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की 


गणित 


प्रदावली 8,] 


, उन गोलों के सपीकरण ज्ञात कीजिए जिनके केन्द्र तथा तिज्याएँ नीचे दी गई हैं 


0, 


0, 


[] 


हो 


42. 


( ) कदर (2, 39-30) निज्या ; 2 
(४) केख : (0, 2, 7), तिज्या : 2 
(॥) केरद्र : (०2, +-, 4); बिंज्या : 6 


, तिम्नलिखित गोलों के केन्द्र तथा त्रिज्याएँ ज्ञात कीजिए : 


(7) ह--9०--४१--6४--82-+- 22 के 
(80) ४१--३४--०१--१४--4॥--२( व्ू0 


. उस गोले का समीकरण ज्ञात कीजिए जो बिखुओं (0, 0, 0), (0, ६, 0), (!, 0, 0) तथा 


(0, 0, |) से होकर जाता है । 


, उस गोले का समीकरण ज्ञात कीजिए जो बिच्युओं (0, 0, 0), (--, 2, 0), (0, |, --!) 


तथा (।, 2, 5) से होकर जाता है । 


, उस बिल्दु का बिन्दुयथ ज्ञात कीजिए जो इस प्रकार चलता है कि बिन्दुओं (।, 2, 3), (2,--3, 5) 


तथा (0, 7, 4) से उसकी दूरियों के वर्गों का योग 20 रहता है । 
एक बिन्दु ? (४, »2) इस प्रकार है कि 32/ 55 279 है, जहाँ ॥ तथा 9 क्रमशः बिन्दु (4, 3, 4) 


तथा (!, ---2, --) हैं। बिच्दू ? के बिन्दुपध का समीकरण ज्ञात कीजिए तथा जाँच कीजिए 
कि यह बिन्‍्दृपध एक गोला है । 


. उत्त गोलों के समीकरण ज्ञात कीजिए जो चार तलों ४5८0, ए#:८0, 2550 तथा ४--फर्न-४ 


को स्पर्श करते हैं तथा घनात्मक तिदंशांक तलों द्वारा प्रिसीमित ( 0007080 | अप्टाशक (00(8॥() 
में स्थित हैं । 

[संकेत : गोले के केखद्र से चारों तलों पर डाले गए लम्बों की ल्बाइयाँ बराबर हैं, क्योंकि इनमें 
से प्रत्येक गोले की त्रिज्या के वराबर है। | 


, उस गोले का समीकरण ज्ञात कीजिए जी धतात्मक », » और 2 क्षक्षों से क्रमशः 6, / और ८ के 


अंतःखंड काठता है तथा मूर्लाबदूं से होकर जाता है । 


« उस गोले का समीकरण ज्ञात कीजिए जो (, 0, 0), (0, ।, 0) और (0, 0, [) से होकर जाता 


है तथा जिसका केन्द्र तल 3४---9--2 “52 पर स्थित है | 

विखाइए कि बिंदुओं (&,, हा, 2) और (>,, 9५, 2५) को मिलाने वाले रेखाखंड को व्यास 
मानकर निर्मित गोले का समीकरण 

(+-ज) (अनजणे ने छा) (७) +क (2 “) (न्-्थ) *म0 है। 

किसी गोले के एक व्यास के अंतःबविदु धतात्मक 9 तथा घनात्मक <-अक्षों पर स्थित हैं तथा थे 
मूलबिंदू से ऋमशः 2 और 4 की दूरी पर हैं। दिखाइए कि बहू गोला मूलमिदु से होकर जाता है । 
इस गीले की भिज्या भी ज्ञात कीजिए । 

20 की भुजा के एक घन के अंतर्गत एक गोला है । यदि यह घन तलों «४ :... 0, /+26, ?्न0ी, आन् 
26, 2र50 तथा 25०2 द्वारा परिसीमित है, तो गोले का समीकरण ज्ञात कीजिए । साथ ही, इस 
गोले के उस व्यास का समीकरण भी ज्ञात कोजिए जो तल 3४--/9 ३-52 +2 «50 पर लम्ब है । 


कुछ असंतत एवबं संतत प्रायिकंता बंटन 


एकक [४ 


कुछ विशेष असंतत प्रायिकता बंटन 


9.] भूमिका 


पुस्तक [9 में हमने असंतत यादुच्छिक चरों (0808॥8 ।क्षाए0॥ एशा॥0६8) तथा उसके 
प्रायिकता बंदनों (छ0॥।ए तड//0॥0॥8) के बारे में विचार किया था | अब हम कुछ विशेष' 
अप्ततत प्रायिकता बंदनों (08000 ॥70080॥0 0ा0ए॥०0॥8) के बारे में अध्ययन करेंगे जो 
गस्यिक्रीय विश्लेषणों (80॥90] 0॥8))88) में अधिकतर आते रहते हैं तथा वहाँ एक बृहत्‌ भूमिका 
निभाते हैं । 


9,2 द्विपद या बनूली बंटन 


इस बंटन का सूत्नण करने ते पहले, हम एक सिक्का उछालते तथा एक पाता (0॥8) फेंकने के 
वो विशेष उदाहरणों पर विचार करंगे | 

सिक्का उछालने में हमें केवल दो ही सम्भावित परिणाम, ॥०४0 तथा 7४, प्राप्त होते हैं। 
हम इन दोतों में से एक घटना (०५७॥) के घटित होने (00077७॥0७) को एक 'सफलता' 
(४000098) तथा दूसरी के घटित होमे को एक 'असफलता' (॥0॥6) कहू सकते हैं। यदि ॥१०४0' आने 
को 'सफ़ता' तथा "0॥ आने को 'असफलता' मात्रा जाये, तो सफलता की प्रायिकता (/70080॥9) 


| [ ह के 
हा है तथा असफलता की प्रायिकता भी -- हैं। यदि अब हम एक सिक्के को, माता, 4 बार उछालें 


तथा यद्वि हम मात्रा 2 सफलताओं की प्रायिकता ज्ञात करने के इच्छुक हों, तो हमें पहले सी 
सम्भावनाओं की जाँच करती चाहिए । अर्थात्‌, हमें यह जाँच करनी चाहिए कि सिक्के को 4 बार 
उक्कालने १९ 2 सफ़लताएँ (और इसीलिए दो असफलताएँ) कितने प्रकार से प्राप्त हो सकती हैं। सफलता 
को $ तथा अग्रफलता को [? रे व्यक्त करते पर, हमें ४ (4, 2) सम्भावताएँ प्राप्त होती हैंजो 
निम्न हैं : हे । 
59%, 789, ।४8४४, 8880, 878, 8887 

क्योंकि सिक्के की किसी एक उछाल (8088) की घटताएँ $ तथा #, उसकी किसी अत्य उछाल 
की घटनाओं $ तथा 7 से स्वतस्थ (॥0069०॥0०॥/) हैं, इसलिए उपर्युक्त 0 (4, 2) सम्भावताओं में 


४ 00% आह कक 
से प्रत्येक में 2 सफलताएँ (और इसीलिए 2 अप्फलताएँ) प्राप्त करते की प्रायिकता हा ] १ । हा ] 
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है। अतः, सिक्के को 4 बार उछालने पर, 2 सफलताएं प्राप्त होते की बाँछित प्राय्रिकता 


० (५2) (हू) (हू) है। 


एक पासा फेंकने पर, यह स्पष्ट है कि यहाँ 6 सम्भव परिणाम हैं। आइये अब हम “संख्या 6 
आने की घंटना” को सफलता तथा किसी अन्य संख्या के आने की घटना को एक असफलता मान्त कर, 


् *ि 5 ९ 
इस पर विचार करें। सफलता की प्रायिकता जद गया असफलता की प्रायिकता हर है। माता पासे को 


8 बार फेंका जाता है तथा हम 5 सफलताएँ प्राप्त करने की प्रायिकता ज्ञात करने के इच्छुक हैं । स्पष्ट है, 
पासे को एक बार फेंकने तथा फिर उसे किसी अन्य बार फेंकने से प्राप्त सफलताओं तथा असफलताओं की 
घटनाएँ स्वलन्त्र हैं। अब, 5 सफलताओं को (! (8, 5) प्रकार से प्राप्त किया जा सकता है, तथा 
एक विशेष क्रम में व्यवस्थित 5 सफलताएँ (और इसीलिए 8---5--3 असफलताएं ) प्राप्त करने की 
न्‍ 5 ५3 ॥] 5 
प्रायिकता (6 ) (टू ) है । अतः, वाछित प्राधयिकता ८(8, 5) (हर ) (- ) हे । 

प्रत्येक बार जब हम एक सिवका उछालते हैं या एक पासा फेंकते हैं या कोई अन्य प्रयोग करते हैं 
तब हम इसे एक प्रयत्न ((एंथ) कहते हैं। उपयुक्त दो उदाहरणों में जिनका वर्णन कृपर हुआ है, हम 
देखते हैं कि एक सिक्के को- उछालते में प्रयत्नों की संख्या 4 है तथा एक पासे को फेंकने में प्रयत्नों 
की संख्या 8 है । उपर्युक्त दोनों उदाहरणों से हम यह भी देखते हैं कि प्रत्येक प्रयत्न में हमें केवल दो ही 
सम्भव परिणाम, अर्थात्‌ सफलता और असफलता, ही प्राप्त होते हैं। साथ ही, किसी एक प्रयत्न का 
परिणा५ किसी भी अन्य प्रयत्त के परिणाम से स्वतन्त्र है। ऐसे स्वतन्त्र प्रयस्त जिनमें केबल दो ही 
परिणाम होते हैं, जिन्हें प्रायः सफलता तथा असफलत्ता कहते हैं, बनूली प्रयत्न (फश॥0णा॥ (5) 
कहलाते हैं । हम॑ यह भी देखते हैं कि ऐसे प्रत्येक प्रयत्त में सफलता या असफलता की प्राथिकता स्थिर 
रहती है । 

अब हंम बर्नुली प्रयत्नों का व्यापकीकरण करेंगे तथा द्विपद या बन" ली बंटल का सूचण करेंगे । 

माना एक प्रयोग में # स्वत्तस्त्र प्रयत्त हैं तथा मात्रा एक यादुच्छिक चर (7ातेणा शक्या80|७) 
5५, इन / प्रयस्नों में प्राप्त सफलताओं की संख्या व्यक्त करता है | माना किसी भी एक प्रयत्त में सफलता 
की प्रायिकता # तथा असफलता की प्रायिकता 9 है, जिससे #-|-०:-] है । हम यह मानते हैं कि प्रयत्न 
स्वतन्त्र हैं तथा प्रत्येक प्रयस्त के लिए # स्थिर है। अब हम #/ प्रयत्नों में # सफलताओं की प्रायिकता 
ज्ञात करते के लिए एक सूत्र निकालेंगे । अब, # सफलताओं तथा #--+ असफलताओं को प्राप्त करने का 
एक विशेष क्रम तिम्त है : 


38508 ...9 205 मन 2 
शत ५ न्‍न्‍नननन नमन शुरीी लत न म्न्न्नैं 
"४ सफलताएं. (#--/) असफलत्ताएँ 
'इसलिए, ? (8588 '*' 5 कफ ,..9) 
न िनन+ धन न २ >ल विनननन #न्ल-॥ >> । अल नजनफ जन न--+++ 
/ बार (777) बार 
?(8)7?(७) ...? (8) ?(7)7?(४) ...९(+#) 
3 जल -ग+_/+-++ २ -- ««] वि 6 
/ गृणनखंड (7--०') गुणनख्ंड 


; चतफ् 4 
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इस प्रकार, हम एक विशेष निश्चित क्रम में / सफलताएँ तथा ॥--# अस्फलताएं प्राप्त करते 


की प्रायिकता / 0" ” आ्राप्प करते हैं। परन्तु हम उस प्रायिकता को ज्ञात करने के इच्छुक हैं जब 
कोई भी / प्रयत्त सफ़लसाएँ हैं। क्योंकि # प्रयत्नों में / सफलताएं प्राप्त करने के सभी प्रकारों की 
संख्या (१(॥, /) हैं, इसलिए वॉछित प्रायिकता 
?(#८-++#) +२९(#, ४) ४५१” (!) 

में दी जा सकती है, जहाँ #--4००]| है तथा #६--0, ।, 2,....# है । 

हम प्राय: 0 (#८|) को (७) लिखते हैं। बंदन (050प9परपणा ) (|) द्विपद प्राथिकता 
बंदन (॥ाणाएँडे 070080॥9 एंडत४00) कहलाता है तथा ५ द्विपद चर (फ0ांत 
श्शाश।0) कहलाता है। इसमें स्विट्जरलैंड के एक गणितज्न जेम्पत बर्नूली (7990४ 8070) 
[4654--705 | के ताम पर, जिन्होंने अठारहती शताब्दी के प्रारम्भ में इस बंटव का आविष्कार किया 
था, बर्नूली बंटन (फ्िक्षातएणा शाजालफ्शव09) क्री कहते हैं। 

यहाँ यह देखने की बात है कि () में ।-50, ।, 2,..., ? के लिए उत्तरोत्तर (8$00८6४४५६ ) 
प्राधिकगां (( 7)" के हिंपद प्रसार के उत्तरोत्तर पद हैं और यही कारण है कि इस बंटन को 
"प्विपद बटन बाहते हैं । « के मान तथा उतकी लतदलुरूपी प्राथिकताएँ 7(/) सारणी 9, में नीचे दी 
गई हैं : 


सारणी 9.] : यादुच्छिक चर # का प्राग्मिकता बंटन 





3 पका8+2 पक -ातन आकर +>प मन "७-5 ध2०१६७४५ ८७:44 0+>०>प नाप २७० ॥ का >नपमापतात ०-2 


४६:४४ ?(४) 
0 ४५ 
| (७५ ) ९ 47 
हैँ ((४, | एव 2 


;>+ 


(.(, 3) # व * 


च्श्स््का 


हि 
कं 


] ण' 


................................> लत +>>->>->»>>त>>ननल>>->त>त+त>स्‍तलतल>त तन 5ससस ल्‍ इस सअइतछं४इक्‍ंफय-आ5 

ध्यान दीजिए कि उपर्यक्त प्रत्येक प्रायिकता एक ऋणेत्तर (707ना०284/५8) भिन्‍न हैं तथा इन 
सभी प्राधिकताओं का योग | है, क्योंकि यह ((--#)”“£5()“+--+।| के बराबर है, जहाँ ४ प्रयत्नों की 
संख्या है । 

पद बंटन में जाने बाले # तथा # बंटन के प्राचल (9शाक्रा।ण७5) कहलाते हैं | 

(कसी प्रश्त को हल करते में विधद बंदन के सूत्र () का प्रयोग करते समय, पाठक को पहले मह 
जावे करती चाहिर कि बर्नली प्रवत्तों के सभी अतिवन्ध सन्तुष्ट होते हैं या नहीं ) ये प्रतिबन्ध नीचे 
दिये गये हैं : 

(।) इसमें प्रयत्वों की संख्या परिमित (0/08) होनी चाहिए । 

(2) प्रत्येक प्रयत्ष्ट में केवल दो ही संभव परिणाम होने चाहिए जो प्राय: सफलता तथा असफलता 

कहलते हैं । 
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(3) सभी प्रयत्त स्वतन्त्र होने चाहिए। 
(4) सभी प्रय॒त्तों के लिए सफलता या असफलता की प्रायिकता स्थिर रहनी चाहिए । 


9.3 द्विपद बंटन के लिए पुनरावृत्ति या प्रतिवर्तन सूत्र 
हम जानते हैं कि. 7(7)-- 0(% ) #' ("” 














कबा,. 7) ए0(कान-) 7 का 
् रु (नै ) |! 777 6५ /] ( सर ।) | 
ह्या आम ३2८ 
इसा।लए, ए ( /) न] ) | (॥--।-- ) | व] ग का कण | ््डु 
्न््‌ 8-१ ) | 
।+ / 4 
लिए, 2(#/-+ र्न््‌ मल गे ? 
इसालए (न ) नस (#) (2) 


क्‍ (2) ही वॉछित पुनरावृत्ति 00॥7श0९) या प्रतिबतंत सूत्र (7६७॥४ं०ण। 0एए॥) है। 
यदि 7? (0) ज्ञात हो, तो इस सूत्र का उत्तरोत्तर प्रयोग करके हम प्रायिकताएँ ए(), ९ (2), ९(3), 
: इत्यादि ज्ञात कर सकते हैं । 


इस प्रकार, जब /550, तब (2) से हम 


2 
8 5०46 कप हे कल्लण---- 
()ल्‍० * #(०) 


प्राप्त करते हैं । परन्तु ?(0) -८0९ ६०5६” है । 
इसलिए, ए ([ || ) व्यय 7 (7 
पुन;, /स्८ | रखने पर, हम 





2० ४ (2० ) 2,7॥ 23 
छा हा ॥24 है (्‌ 


प्राप्त करते हैं । इसी प्रकार आगे भी हम प्रायिकताएँ ज्ञात कर सकते हैं । 


9.4 हिपद बंटन का साध्य (या प्रत्याशा) और प्रसरण 


हम सीख चुके हैं कि यदि किसी यादृष्छिक चर » के मानों ४, ७, ,»० ४ की तदमनुछूपी 
प्रायिकताएं #,, %, ,../% हों, ती प्रायिकता बंटन का भाध्य (0600) # निम्न प्रकार से परिभाषित 
किया जाता है : 
॥ 


(सन # जा (3) 
| 


कुछ विशेष असंतत प्रायिकत्ता बंटन 99 


यह यादुच्छिक चर #६ के प्रायिकता बंठदन का औसत (4१श42०) या प्रत्याशित मान (०डए९ट८त 
४900) या प्रत्याशा (०७(०९४४०॥) भी कहलाता है तथा इसे सामान्यतः 8 (#) 


व्यक्त करते हैं । 
इस प्रकार, 5(%)--७७७ > 75 7५ (4) 
7--] 
अब हम द्विपद बंटन का माध्य ज्ञात करते हैं । द्विपद बंटन के लिए, 7? ( ) (&, 7) #ऋ? 
तथा %,८-+ हैं । 


अतः, (4) से हम निस्‍्त प्राप्त करते हैं : 


धर 8 
7(%) न (& तन रा ए(७) सू+ (.(7, /) ए 4”? ह 


सन) #+८ 0 
च्न्व (8, [% 4"7--20(, 2) #* 4"? -- ... --#/9" 
पड ॥(29 “+ -« 2#(#--)_ 9 ४-४ _.... ्् नशा 
न्न्ष्ए । 4" २१--(४-,४2 ध4””*-- पका 800 हक. 3) रे ! ग 2) ४5 4” 5-- +#": | 
नाक (व-9)"7 द 
-्म्हए? (क्योंकि ४-|-/०-। हैं) 


इस प्रकार, द्विपद बंदन का माध्य गए है। 


द्विपद बंटन का प्रसरण (५छांक्षा06) ०* प्राप्त करने के लिए, आपको ग्राद होगा कि ०१ निम्त 
सूत्र से दिया जाता है: | 
है 


छल. 2४0, (#)-7॥४/ 
0 


ह्विपद बंटन के लिए, हम निम्न प्राप्त करते हैं : 


कक - 


कीन 2. 22 06, 7) # क"१-॥४ 
#>+() 


१2 ' | 

घ्व्य ५ प/--/(/--7 ) (० (%, #) 79" ६7४“ -- 
पे, 
6 


सम 3 # (६, /) #" ध"/नं-. ४ #(/--)0%, +) #* व" ?--॥४ 
है । | 


हर | 
ब्ज्क्नः 3 /(--)0%, +) #" 4"”-#£ हर (/) 
आह फ क्‍ 


(क्योंकि #550 तथा 7-5] का योगदान शुन्य है तथा अं #0(#, 7) 47 +-#च्काफ हैं । ) 
/' 5-0 


गणित 
गे णित 


7? 
अब, ४ 7॥(7-)00, ४ 4" * 


४2 
ह 2 ॥(४-- |) (# 52) ... (#--/-/ ) / धुशनणा 
प्लस 5 /(#/-- ) >< ता ह 
सन 2 
# ॥(7--“ ) [#-- 2) ,.. (४--7/--7) , &..... 
लक. (7-2)! 2 4 
#ल्ल2 


| 
>> ( #-- ) 7 हम) #--2) ४” ८77९ 
4 स्म्स्स्य 


स्ा॥(४--)/*(६4+/)” * 
न्नक[॥ "| )7* 
अतः, (6) से हम तिम्न प्राप्त करते हैं : 
6 न +0(0-  )77--॥%* 
सा -+7/7757/0(4--#) 7२7०५ 
इस प्रकार, द्विपद बंदन का प्रसरण ॥74 है । 


9.5 द्विपद बंदन के लिए आयतचित्र 


ट्विपद प्रयिकता बंटव के लिए आयतचित्र (॥508/0॥7) बनाने की विधि बही है जी बारंबारता 
बंध्नों (#6पएुप०॥०७ तवाडाध५४०१5) के आयतचित्र बनाने में प्रयोग की जाती है । हम + के विभिन्‍त 
मानों को क्षतिज अक्ष (॥072णा(ं 8४8) के अनुदिश अंकित करत हैं तथा उनकी तदनुरूवी प्रायिकताओं 
?(+) को ऊर्ध्वाधर अक्ष (५धाधं०्व 8309) के अनुदिश अंकित करते हैं। फिर + के विभिन्‍न मानों के 
लिए, समान चौड़ाई के आयत बनाये जाते हैं। प्रत्येक आयत, उस /-मान पर केन्द्रित होता है जिसकी वह 
प्रायिकता निरूपित करता है । ये आयत वॉछित आयतचिन्न को निरूपित करंगे। उदाहरणों की सहायता 


' ! 
से यहु दिखाया जायेगा कि द्विपद बंटन का आयतर्चित्र 74८८ ह के लिए सममित (३$ए्ञा6- 


(7०8)) होता है तथा 7<£9 के लिए यह असममित (फनइशाशशि|हापर"्व) होता है। यवि प्रत्येक 


आयत की चौड़ाई को एक मात्रक लम्बाई (एणा। |छाष्टा0) की माना जाये, तो प्रत्येक का क्षेत्रफल 
तदनुरूपी प्रायिकता को निरूपित करेगा | 


9.6 हल उदाहरण 
उदाहरण  : एक पासा 6 बार फेंका जाता है। यदि /एक विषम संख्या प्राप्त करता” एक “सफलता! 
है, तो 
(7) 5 सफलताएँ 
(#) कम से कम 5 सफलताएं 
(0) अधिक से अधिक 5 सफलताएँ 
प्राप्त करने की क्‍या प्राथिकता है ? 


कुछ विशेष असंतत प्रायिकता बंट्ल [0] 
हल : हम पहले एक प्रयत्त में सफलता की प्रायिकता # तथा असफलता की प्रायिकता ८ ज्ञात करेंगे । 
एक पासा फेंकने में विपम संख्याएँ ।, 3 या 5 प्राप्त करना एक सफलता है। अतः, ? 


५, # नए (संख्या | 
प्राप्त करता ) + ९ (संख्या 3 प्राप्त करना) -|-? (संख्या 5 प्राप्त करना) 
कक ६] हि || 
0 6 0 
ई 
नस्ल 
तथा, धृच्स। -ाण 29 ++ नर स्क्तर 


(7) यहाँ, ॥ 5-6, /फ्स ; ्ल्ज हल) हैं । 
इसलिए, 7(5)-:0(७, 5) (>ं) (5) 
+ 7 | है है 
न 
ही 3) 


(॥) ४ (कम से कम 5 सफलताएँ) 
म्एि(5)--7 (6) । 
“०७, ७ (5) (5)+(5) 
> ] हैं द 


जुद्र हू + हर 


(॥) ? (अधिक से अधिक 5 सफलताएँ) 
बा 


नरक) 


64 


उदाहरण 2 : पासों का एक युग्म 4 बार फेंका जाता है। यदि दोनों पासों पर एक ही संख्या के आने 
को सफलता मानता जाये, तो 2 सफलताओं की प्रायिकता ज्ञात कीजिये । 


हल : अब दोनों पासों पर एक ही संख्या, अर्थात्‌ ॥, 22, 33, 44, 3 या 66 आने की प्र।यिकता 


6 
टि >> आआ+। है 


02 गणित 
रि ] 5 
इसलिए, 47०7१--६& ८ 


इसलिए, ?(2)77८(4, 2) । ओह) 


उदाहरण 3 : वस्तुओं के एक बड़े समूह में 5% वस्तुएँ खराब हैं। 0 वस्तुओं के एक प्रतिदरशं 
(50॥78) में एक से अधिक खराब वस्तु न होने की प्रायिकता क्‍या है ? 


न ]9 
0 99 20. 50 
इसलिए वाँछित प्राभिकत्ता, 


हल : यहाँ, ##- तथा #-->]0 है । 


न (कोई ख़राब नहीं) -+ ? (। खराब) 

की गा हु ] । 9 ॥ 

न जह ) +० (0, ॥) (#%) कर 

ही ही हि ] | 2] हा ) 

न ऋ) (ह/5) (5) ४ (&) 
उदाहरण 4 : एक सिक्के को 5 बार उछालने से प्राप्त ॥48808 की संख्या के द्विपद प्राथिकता बंठन के 
लिए एक आयतचिन्न खींनिये । 


हल : 5 बार उछालने पर यह हो सकता है कि कोई भी 7०७8१ न हो, । प्ल७४१ हो, 2 प्«॥05 हों, 
3 न००805 हों, 4 त्र०४०७ हों, या 5 68१8 हों। अतः, हम #-50, |, 2, 3, 4 तथा 5 के लिए 
प्रायकताएँ ? (+) ज्ञात करंगे। 


हु 
यहाँ, ४-55, #प का और धन+ कक है । 


इसलिए, 
९(0)७[ दर ) 5-0:03/25 


?(]) «5 5 (5) 5 )7० 5625 
2 /5 " 


०(2) «0० (5, 2) । ञ्र (ज ) ८0.3 250 


ए(३)०० (5, 3) हा )[ हर | --0,3250 


( 4 
९(4)5९: (5, 4) हा ) (-5 )7-0-5625 


5 
०(5) रन ] -- 0.03 [25 


कुछ विशेष असंतत प्रायिकता बंटन गा 


प्राधिक्ताएँ ?(),..., ?(5) पुनराबूृत्ति सूत्र (7600/7७॥06 /0700]9 ) (2) की सहायता 
से भी ज्ञात की जा सकती हैं। हम इन्हें निम्त प्रकार सारणीबद्ध करते हैं : 





लननीलिलननननननलनन-त मानता क अपन न मम कम ++++ कलर न पनऊ«++म ५३ + पलक तर कमर नमन म«+ ५७५५५» नमन 5 -कन नमन न _थ<५०४७५५+४ जनक भ-+५०५» नाथ फन्‍ज«+ ५5 ५ररनाक+था-५ ५-3» ५०» ५ >०७७०००....... 


| ७ 2 3 र्ध 5 





विाकीिननाताननन्‍म॒मन्कआकानान्‍नी किक 0 ५ 7 या 7 8 विण 25 न नी] 


अब-१० ०८६ 4 40-03+कनीपरीयान4५9३५3धक 33480 4 ,) ३-4० #क०पन्‍् गे | व्थनमन्‍भभाकी आफ.» +रिफ जय: .०-०प+, 





पा िजेल्‍नम-»_ नमन 


7?) 0,03[ 23 ७0,]35625 0.3290 .,34 200 0.]5625  0.03]25 








हम / के विभिन्‍न मानों को क्षैतिज अक्ष के अनुदिश तथा उन्तकी तदनुरूपी प्रायिक्रताओं को 
ऊर्ष्वाधर भक्ष के अनुदिश अंकित करते हैं। फिर हम समान चौड़ाई के आयत खींचते हैं जेसाकि आकृति 
9,] में दिखाया गया है । ह 


"पु गा 
| «/ 
7 ३ 
0 . 7 
'] 
0 ाउकाओं विश 
() त 2 ३ ५ ५ 
* -...>२े 


आकृति : 9.] : सिक्के को 5 बार धछालमे से प्राप्त 76४805 की संख्या के ध्विपद 
प्राप्रिकता बंदन के लिए भायतच्ित्र 


के । 
पाठक यह देख सकते हैं कि उपर्युकत आयतचित्र मॉष्य २०7३-८7 तार के सापेक्ष समभित 


हैं, क्योंकि १5६6-२० ठ है । यदि ४5८9 हो, तो आयतचित्र सममित नहीं होगा, जैसा कि हम अगले 


उदाहरण में देखेंगे : 


804 गणित 
उदाहरण 5 : 75८ दा तथा ४-८5 लेकर द्विपद बंटन के पुनरावुत्ति सूत्र (2) की सहायता से 
#ह5, 2, 3, 4 तथा 5 के लिए ? (/) के मात परिकलित कीजिए । फिर इस बंटन के लिए एक आयत- 
चित्र खींचिये । 
हल : हम जानते हैं कि ' 
#7«-- 2 
ए बा 88 
९५) दयय : ः ९५) 
भू हि (पा: [जन हि मा #॥5--53) रखने पर, हम 
3 3 3 
% खइदई ह । 
7?(/+-) ऋ् जफा ४१ (४) 


प्राप्त करते हैं । 
है 8 
अब, ?(0) +-५!४ तन) --0.37 
(4) में /--0, !, 2, 3 तथा 4 रखने पर हम निम्न प्राप्त करते हैं : 
5 __ 5»20.3]7 
९() 5 0 (0) न्‍त "5: 
7९2) 5570()550,3292 


--+(,3292 


0०६07) -++>» 
की 


हि | ५ 
आकृति 9.2 : 79->दु तथा ॥755 के लिए द्विपद बंदन का आयतचित्न 


कुछ विशेष बसंतत प्राय्रिकता बंटन 





05५ 
९(3)ल्‍ हू. ९७)७ 27222 ...0,646 
?(4) <- रू ९(3) <- -+ ८+0-04]2 
। 


?(5)< ए(4)-50.,004] 
उपयुक्त द्विपद प्रायिकता बंटन के लिए आयतचित्र आकृति 9.2 में दिखाया गया है । 
पाठक यह देख सकते हैं कि उपयुक्त आयताचिन्न सममित नहीं है । 


उदाहरण 6: पास की एक बार फेंकने पर बिन्दुओं (#एणांग्रा७ या 008) की संख्या की प्रत्याज्ञा 
(९४५०९एछ07 ) क्या है ? 


हल : माता यादृच्छिक चर # पासे के फेंकने पर आने वाले बिन्दुओं की संझ्या को व्यक्त करता है। 
यह देखता सरल है कि हे, मानों ।, 2, 3, 4, 5 तथा 6 में से कोई भी मान्त ले सकता है तथा इनमें से 
प्रत्मक की प्राथिकता हं है । प्रायिकता बंटन निम्नलिखित है : 


सर [ ै 3 4 के 6 
|): 2 हि ही हा कि हि 
टी 6 6 6 6 6 6 
0 | 
इसलिए, 8४४): 8 की जज गिर 
[पद 
सम 
6 
प्लल्3े3 


उदाहरण 7 : एक सिक्के को 5 बार उछाहरने पर प्राप्त [9०808 की संख्या की प्रत्याशा- ज्ञात कीजिए | 


हुल : साना सिक्के को एक बार उछालने पर ]7०७० आने की प्रायिकता ? है। यह बंटत, एक द्विपद 


] 
श्रंटन हैं जिसमें ॥हन+ॉ5 तथा क्र है । इसलिए, प्रत्याशा-+ 8 (7) --7छ? ८२ 5 >€ है +57.5 है। 


उदाहरण 8 ; एक पासा 20 बार फका जाता है। 4 से अधिक संख्या आने को सफलता मानते हैं। 
मफलताओं की सेख्या का माध्य तथा प्रसरण ज्ञात कीजिए । ' 
हुल : यहाँ ॥:-20 है । 
साथ ही, 7ल्‍स? (संख्या 5 प्राप्त करता ) +-? (संख्या 6 भ्राध्त करता ) 
कर हा कम 
आर क आा। 


गणित॑ 


406 
थृ शा पल 
७ जा आओ आआ 
ह 20) 
इसलिए, [08% 57558 0.07 (लगभग ) 
तथा, 72 न्स्ञ्मछध्‌ न्न्म 20 ५: जन जा धर म्द्प -5- ::.० 4,4 4 ([ लगभग ) 


उदाहरण 9 : फूटकर बाजार में बेचे गये एक विशेष प्रकार के बीजों में से लगभग 70%, अंकुरित होते 
हैं जबकि उन्हें सामान्य परिस्थितियों में बोया जाता है | माव लीजिए कि एक पैकिट में 0 बीज हैं । 
पदि इनको बोया जाये, तो इनमें से 2 के अंकुरित होने की प्रायिकता क्‍या है ? 
हल : यदि अंकुरण की कुल संख्या #हो, तो हम यह मानेंगे कि / का एक द्विपद बंदन है । यहाँ 
275-0.7, #-5१]0 तथा 9४-0.3 है । 

इसलिये, 7(2) 550८ (70, 2) (9.7)» (0.3)8 


--2202 , 0.49 +८0,000066 


2 
न्‍्+0,0046 (लगभग) 


प्रशनावली 9.4 


4, एक बक्स में 00 बल्ब हैं, जिनमें से !0 खराब हैं । 5 बल्बों के एक प्रतिदर्श में निम्नलिखित 
की प्राथिकता क्या हैं ? 
(४3) कोई भी बल्ब खराब नहीं है। 
(४7) केवल 2 ही बल्ब खराब हैं | 
2, एक पासा 6 बार फेंका जाता है। इसकी क्‍या प्रायिकता है कि 
(7) कोई इक्का* (8०७) नहीं आता ? 
(४) एक से अधिक इक्के नहीं आते ? 
(77) 4 से अधिक इक्के आते हैं ? 
इक्कों की संख्या का माध्य तथा प्रसरण भी ज्ञात्त कीजिए | 
3, एक उत्पादन में 5%, वस्तुएं खराब हैं। इसकी व्या प्रापिकता है कि 8 वस्तुओं के एक 
प्रतिदर्श में 2 से कम वस्तुएँ खराब होंगी ? 
4, अच्छी तरह से फेंटी गई 52 ताशों की एक गड़डी में से 5 ताश एकनाक करके प्रतिस्थापित 
करते हुए निकाले जाते हैं । इसकी प्रापिकता क्या होगी कि 
(7) पाँचों ताश हुकुस (88008) के हैं ? 


मम ान्फनकनक-जनक«क>फ-ककममक,. हज पलक कि के तन कल न कगार. 55 


+इकके से हमारा तात्पये पासे पर संख्या | (या एक बिन्दु) से है । 


कुछ विशेष असंतत प्रायिकता बंटन 


9. 


शक 


07 
(7) केबल 3 ताश हुकुम के हैं ? 
(77) हुकुम का कोई भी ताश नहीं है ? 


एक कारखाने में वने एक बल्ब के 00 दिन तक प्रयोग करने के बाद फ्यूज़ (£७४०) हो जाने 


की प्राथिकता 0.05 है। इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि इस प्रकार के 5 बल्खों में से 
]00) दिन तक प्रयोग करने के बाद 


(४) कोई भी बल्ब फ्यूज़ नहीं होगा । 

(४) एक से अधिक बल्ब पयुज़ नहीं होंगे । 
(77) एक से अधिक बल्ब प्युज़ होंगे । 
(४9) कम से कम एक बल्ब फ्यूज़ होगा । 


. एक थैले में 0 गेंद हैं तथा प्रत्येक पर 0 से 9 तक के अंकों में से एक अंक अंकित है। यदि 


थले में से चार गेंदें प्रतिस्थापित करते हुए एक-एक करके त्तिकाली जायें, तो इसकी प्रायिकता 
क्या है कि किसी भी गेंद पर अंक 0 अंकित नहीं है ? 


 पासों का एक युग्म 7 बार फेंका जाता है । यदि योग 7 प्राप्त होने को सफलता मात्ता जाये, 


तो निम्नलिखित की प्रायिकता क्या है ? 
(7) कोई सफलता नहीं । द 
(7) 6 सफलताएँ । 

(77४) कम से कम 6 सफलताएँ । 

(7४) अधिक से अधिक 6 सफलताएं । 


, एक थैले में 5 सफेद, 7 लाल तथा 8 काली गेंदें है। यदि प्रतिस्थापित करते हुए 4 गेंदें एक-एक 


0, 


करके मिकाली जायें, तो निम्नलिखित की प्रायिकता क्‍या है ? 

(7) कोई भी गेंद सफेद नहीं है । 

(४) सभी गेंदें सफेद हैं । 
(7४) केवल दो गेंदें सफेद हैं। 
एक डिब्बे में 700 टिकट (धांणाप्टा) हैं तथा प्रत्येक पर ! से 00 तक की संख्याओं में से कोई 
एक संख्या अंकित है। यदि डिब्बे में से प्रतिस्थापित करते हुए 5 टिकट निकाले जायें, तो इसकी 
प्रायिकता ज्ञात कीजिये कि प्रत्येक टिकट पर अंकित संख्या 0 से विभाज्य है । 


एक यैले में 25 गेंदें हैं, जिनमें से 0 गेंदों पर चिह्न '£' अंकित है तथा दोष 5 पर चिह्न 
अंकित है | थैले में से एक गेंद यादुच्छिक रूप से (77009) निकाली जाती है और फिर 
इसके चिह्न को लिखकर प्रतिस्थापित कर दिया जाता है । यवि इस प्रकार 6 गेंदें निकाली गई 
हों, तो इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि 

(#) प्रत्येक गेंद पर चिह्ने 7४ अंकित होगा । 

(४) 2 से अधिक गेंदों पर चिह्न “४ अंकित नहीं होगा । 
(॥7) 5! चिह्न तथा '४' जिह्नों बाली गेंदों की संख्या बराबर होगी । 
([9) कम से कम एक गेंद पर चिह्न '४':अंकित होगा । 
चिह्न 5 से अंकित गेंदों की संख्या का माध्य भी ज्ञात कीजिये । 
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4. 


[2, 


3. 


[4 


गणित 


एक बाधा दौड़ (#प0॥७ 7808 ) में एक खिलाड़ी को [0 बाधाएं पार करनी हैं। प्रत्थयक बाधा 
को पार करने की प्राथिकता 5/6 है। इसकी प्राश्रिकता क्या होगी क्रि वह 2 से कम बाधाओं 
(॥0ए70|५5) को गिरा देगा ? 


किसी समय यदि 5 टेलीफोन लाइनों (१००७॥०॥० ॥76$) में से किसी एक के व्यस्त होते 
की प्रायिकता 0.0॥ हो, तो इसकी प्रायिकता क्‍या है कि सभी लाइनें व्यस्त हैं / इसकी प्रायिकता 
क्या हैं कि तीन से अधिक लाइनें व्यस्त नहीं हैं ? 


४5-८5 तथा # न हर लेकर द्विपद बंटन के पुनरावृत्ति सूत्र की सहायता से #हनव, 2, 3, 4 


तथा 5 के लिए 7(+) के मान परिफकलित कीजिये | फिर इस वंटन के लिए एक आयतचित्र 
खींचिये । 

मान लीजिये कि किसी एक प्रकार के रेडियो सेट (:उ090 50) में रेडियो ट्यूब (780॥0 
(00०) लगाने पर उसके 500 घंटों से अधिक कार्य करने को प्रायिकता 0.2 है। यदि हम ऐसी 
4 ट्यूबों का परीक्षण करें, तो इसकी प्रायिकता क्या है कि इसमें से केक्‍्ल # ट्यूब ही 50) 
घंटों सं अधिक कार्य करेंगी, जहां /+%), ), 2, 2 और 4 है। इस बंटन के लिए एक आयन्त- 
चित्र भी खींचिये। 


. यदि किसी द्विपद बंटन के साध्य तथा प्रसरण ऋरमण: 9 तथा 6 हैं, तो वह बंदन ज्ञात कीजिये | 
(6. 


यदि 5 प्रयत्नों के लिए किसी द्विपद बंटन के माध्य तथा प्रसरण का योग |.8 है, तो वह बंटन 
ज्ञात कीजिये । 


9.7 प्वासों प्रायरिकता बंटन 


पिछले अनुच्छेद में हम देख चुकर हैं कि यदि किसी ट्विपद बंटन के प्राचल (एप्लाक्यालएा5$) 


तथा # ज्ञात हों, तो हम बह बंटन ज्ञात कर सकते हैं। परन्तु उन परिस्थितियों में जब # बहुत बड़ा ही 
तथा 7 बहुत छोटा हो, तो द्विपद बंटन का अनुप्रयोग बहुत कथिन होता है । ऐसी स्थितियों में यदि ह 
यह मान लेते हैं कि जब #-+>०० तथा ४-0, तब गुणन #? हमेशा परिमित, माना ३, रहता है, तो जो 
हमें प्राप्त होता है वह द्विपद बंटन का प्वासों सन्तिकटत (ए0४5०ा ब्रएए४०ज्ाग्राप्ा०॥) नदेलाता है । 
यहाँ हम द्विपद बंटन का प्वासों सस्तिकटन निर्धारित करेंगे । 


न रे है 
क्योंकि ॥9-5) है, इसलिए ॥८८ कस हींगा । 


द्विपद बंटन से, हम निम्न प्राप्त करते हैं : 


(7 ( >( ४७॥" ४ (7, / )क" (ु#न-। 


#( 5] ) (2 ),,, [#-/+ न ) ,.. . । 
००००० ( ४६ 78 ९० )( ५ « डर ) रा 7८0६ $5 ( | न“ [? ) ००4 


__॥(४#--) (#॥--2) ... 0/--/--]) ., ए ै है |ह-४ 
४99४४ ७७४४७ #  औ ( डा ] 
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; ! 
ि कक कहा हा 

- म(-+ 7) 7) “का (७ 
जा 


अब हम सीमाओं (॥7/8) के एक बहुत महत्वपूर्ण परिणाम का प्रयोग करेंगे । हम इस परिणाम 
को बिना उपपत्ति दिये दे रहे हैं, जो निम्न है : 


सीमा ( हब ) का 
४>+०५  ४/7 (9) 
जहाँ ८ एक स्थिरांक है जो संख्याओं 2 तथा 3 के बीच स्थित है तथा ८” निम्त प्रकार परिभाषित 


होता है, जहाँ £ कोई वास्तविक संख्या है : 


है के क्ाा ( 
व्यय | न प्‌ न पका ् ०१० न “7 “(7५०६ ७० तक ((.) 


॥॥ , 


स्थिरांक ८, नपेरियन आधार (२४४७०7४॥ 588०) कहलाता है तथा इसका मान लगभग 


2.783 है। (5) से हम देखते हैं कि जब #-->००, तब प्रत्येक गुणनसण्ड ( ] न ) [ ॥ गा ] नि 


[ | --- ट ) तथा गुणनखण्ड ( [>> हे |] [ की भोर अग्रसर होता है। साथ ही, (8) से हम 


॥ । 

॥॥ 

शो । रे जाए जा 
देखते हैं कि जब-- प्र “+-- ००, अर्थात्‌ जब #-> ००, ती युणनखण्ड ।( मेक ) १ ८की ओर 


6 


ज+ओे.. उउो 
आम मी 
अग्रसर हीता है। इस प्रकार जब #-->००, तब ![ [-- हल ) ) | ->€ होगा | क्षतः 


२८2 
| 





जब ॥#-»००, तब (#.) में दिया व्यंजक की ओर अग्रसर होता है । 


अतः, सीमांत स्थिति में जब ॥-->००, हम 
“५ 
गे! 
ए(ऋप्क) का णणूएए | (/न₹0, ।, 2 3...) (5) 


प्राप्त करते हैं, जहाँ » एक परिमित संख्या है तथा #7 के बराबर है । (5) में /7८0, € 2,... रखकर 
तथा सभी प्रायिकताओं को जोड़ने पर, हम निम्नलिखित प्राप्त करते हैं : 


१]0 शणित्त 


कब )१८ फ्रंट. ५ 


नल हो 
आए थआ ० 


रे ते )ट ) 
के (+प[+ श्र+ज्ञ+--) 


लो जी [ (2) से] 
मम 
इस प्रकार, #--0, |, 2, ... के लिए प्रायिकताओं 7 (+) का योग | के बराबर है । 


साथ ही, उपयुक्त में से प्रत्येक प्रायिकता एक ऋणेतर भिन्‍न है | अत: (5) एक प्रायिकता बंटन 
निरूपित करता है जिसे एक फ्राँसीसी गणितज्ञ प्वासों (205507) के नाम पर, जिन्होंने यह्ू तरीका 
837 में विकसित किया था, प्वासों प्रायिकता बंदन ( एकंड55०ा ए४०७॥099 05४07906०४) कैंहते हैं । 
यह असंततत (880७08) बंटन केवल एक प्राचल » पर निर्भर करता है । 


ट्विपद बंटन के प्वासों सन्निकटन को द्विपद बंटन की अपेक्षा सरलता से तुरन्त परिकलित किया 
जा सकता है तथा सरलता से सारणीबद्ध किया जा सकता है, क्योंकि » के विभिन्‍्त मानों के लिए 


४“ के मान मानक सारणियों (80॥0%&70 780[68 ) से प्राप्त हो जाते हैं । 


देनिक जीवन में ऐसी बहुत-सी स्थितियाँ हैं, जहाँ # बहुत बड़ा तथा # बहुत छोटा होता है। ऐसी 
स्थितियों में द्विषद बंटन की अपेक्षा, जो ? के बड़े मानों के लिए अधिक कठिन सिद्ध हो सकता है, प्वासों 
बंटन अधिक सुविधापूर्वक प्रयोग किया जा सकता है। टेलीफोन द्रंक लाइनें जबकि उनके अंशदाताओं 
($प्र०8०7027/8 ) की संख्या अधिक होती है और टेलीफोन लाइन खाली मिलने की प्रायिकता बहुत कम 
होती है, यातायात समस्याएँ जिनमें बार-बार दुर्घटनाओं जैसी घटनाएँ होती हैं और इनकी प्रायिकता 
बहुत कम होती है तथा बहुत-सी औद्योगिक प्रक्रियाओं में जहाँ भारी मात्रा में उत्पादन होता है और 
दोषों (80॥.8) या बिजली, इत्यादि बन्द होने (976800७78) जैसी घटनाभों की प्रायिकता बहुत कम 
होती है, इत्यादि, ऐसी स्थितियों के कुछ उदाहरण हैं । 


9,8 प्वासों बंदन के लिए पुत्तरावत्ति-सुत्र 


हम जानते हैं कि 


३ गऔ ८ 
?(/) न्‍८ बाज जाय (6) 
न].. -_..) 
तथा, ?९(/+-)5०.2५ ०2 
(/--)! 


इसलिए, 





मै 
या, 7(/-+-१) #« गया ०१ (#ल-(0, |, 2, 3,..:) (7) 
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प्वासों बंटन के लिए (7) पुनरावृत्ति सूत्र है। यदि ?(0) ज्ञात हो, तो इस सूत्र की सहायता से 
हम 9 (), ?7(2), ?(3)'''के मान ज्ञात कर सकते हैं । समीकरण (6) से, /5-0 के लिए, हम देखते 


हैं कि ए(0)--८ * है । 
पुनरावृत्ति सूत्र (7) में #750, |, 2, 3,...रखते पर, 


| 


म्‌ [) ऋौू२0 ५ गे € 3 गे 
ह ए ( ) ९ के [2 ( 2 ) व्््य््ल2 आओ न 8 ( 3 ) 2: 0 लि... 


इत्यादि प्राप्त करते हैं। 


9.9 प्वासों बंधन के माधष्य तथा प्रसरण 


प्यासों बंटन में 


होता है । 
। ०0 ५० # ५ “मे 
अत्तः, ४(४)नन#ऋब्न्ये... +?0()5+४ 7. के 
/ 5-0) ४ का) | 
न 
+>] तट? -2, 0" * 
2! 





अत 
-3, 2 ८ हर 
बाकी 








हल ) , )/ 
म्म्म औ९ । | -* जाग का ) 


इस प्रकार, प्वासों बंदन का साध्य, प्राचल » के बराबर है। 
प्रसरण ०८५ भिम्न प्रकार से प्राप्त किया जा सकता है : 


9) ४ 7ौ 


न्‍न्‍क 
ठ्' 2... 2 2 2 क्र आस /200 


#न्न-) | 


न 2ण 2,0. हक 35, 0४ 42, 54, 2.१ 
पी + कफ ह् + कक जि +०|- 


“+++ 0 20५ 3925 4२५४ हर कल । 
ल्टट | क्‍+ नीता शि 7 जा जी औ कप 


मे --)0, (| -- 2): ] +- 3) 
न  कषआ 


ग् 
े ]-+4)286 
न ( न [ ) न केक | ु ७2७४४ गे 





# हल्‍+लटा के 


८7 


[]2 गणित 


लक ) ग हा गण 
न (कक नैफआक जे कक । ०) 


है + 
+% गज्ञार्त श नी जञ्ु + 4 )|- 
पन्ने 0७7 (८९ + 0९ )--) 
हे 2 किस 
नह 


अतः, प्वासों बंदच का प्रसरण भी » है। इस प्रकार, प्वासों बंदन का साध्य तथा प्रसरण दोनों 
ही » के बराबर होते हैं। इस बंटन का यह एक महत्वपूर्ण गुणधर्म है । 


टिप्पणी : प्वासों बंदन के साध्य तथा प्रसरण द्विपद बंटन के भाध्य तथा प्रसरण से, वह सीमांत 

स्थिति लेते हुए जब 77-०० है, भी निकाले जा सकते हैं । इस प्रकार क्योंकि द्विपद बंटन का माध्य ॥ है, 

सीमा सीमा 
(70 ) 7 


27२ 52 


इसलिए प्वासों बंटन का भाध्य--- (») ““>» है। (क्योंकि » एक स्थिरांक है ।) 


पुन: क्योंकि द्विपद बंटन का प्रसरण 7907०॥७(- 0) है, 
इसलिए, प्वासों बंदन का प्रसरण 


सीमा लक 
|; 
_ सीमा ।( ), रे 
5॥ किक 0 | [+- रा ] (ययोंकि ॥9 ऋर ). है) 
सन, [ क्योंकि जब ॥-> ०० , तब...) ) 
| 


9.40 हल उदाहरण 


उदाहरण  : एक व्यस्त यातायात चौराहे पर, किसी एक कार की दुर्घटना होने की प्रायिकता # बहुत 
कम, माना 0.000, है । फिर भी दिन के किसी विशेष अन्तराल में, इस चौराहे से बहुत सी. कारे, 
माना 000, गुजरती हैं। इन प्रतिबन्धों के अन्तगेंत, उस अच्तराल में दो या अधिक दुर्घटनाएँ होने की 


प्रायिकता क्‍या है ? | ८ 770 _0.9048 का प्रयोग कीजिए ) 


हल : यहाँ #-०000 तथा 75-50.000| है। क्योंकि ॥ बहुत बड़ा तथा # बहुत छोटा है, अतः हम 
वॉछित धायिकता परिकलित करने के लिए ध्वासों बंटन का प्रयोग कर सकते हैं। मात्रा थादर्छिक चर 
, दुर्घटनाओं की संख्या व्यक्त करता है। 


अब, ?(४ »2)55] --[?7(#5-0)--7?(४+- )] 
अब, . ९(2४--0)-८ 
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443 
परच्तु, 2 +२२7२2०-- 4000 9८ 0,0004 -- 0.] 
इसलिए, ए(#5-0)-०७ 7 0४ 
तथा, ?(४/-+ ])5- कद जूही 0 
इस प्रकार, 0(४>2)-]-- | ४7?:_.0.3९6 70] _ नम --४70. .(].] 
स्+-+0,9048 ५ .] 
--0,0047 


उदाहरण 2 : सात लीजिए कि किसी एक वर्ष में एक खान दुर्घटना में किसी विजेष कोयला खनक की. 
मृत्यु होने फ्री ४ भायिकता /400 है । प्वासों बंदन का प्रयोग करके इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि 
एक खान से, जिसमे 350 खनक कर्मचारी काम करते हैं, एक वर्ष में कम से कम एक घातक दुर्घटना होगी । 


[ ०770-25... 0.78 का प्रयोग कीजिए ) 





] 
छ्ल्ट # ६ + शल्य शा: 
हे हाँ एसन्‍नूहहु तथा ४5२३50 है। 
350 

श्यात्र पर 77720 00७९% “सार :-7:4 है / 

इसलिए मै न्‍र6छ 0.25 
४ --0,25 

इसलिए, . ९? (+) +« बम अटल 
डे 

तथा , 7(0) ++ ४ ४४320 ८0.78 


अब, ?? (कम से कम एक घातक दु्घेटना) 
व्|] “० (कोई घातक दुर्घटना नहीं) 
न “२ (0) ६ --0,78 --0.22 


प्रत्नावली 9.2 


. पासों का एक युग्म 200 बार फेंका जाता है। यदि योग 9 प्राप्त होने को सफलता माना 
जाए, तो सफलताओं की संझ्या का माध्य तथा प्रसरण ज्ञात कीजिए । 


2. एक टेलीफीन एक्सचेंज में 50 टेलीफोन लाइनें हैं। उनमें से किसी एक के व्यस्त होने की 
प्राधिकता 0. है। इसकी क्‍या प्रायिकता है कि सभी लाइनें व्यस्त हों ! 

3, एक डिब्बे में 200 टिकट हैं तथा प्रत्येक पर संख्याओं । से 200 तक में से कोई एक संख्या 
अंकित है । डिब्बे भें से प्रतिस्थापित करते हुए एक-एक करके 20 टिकट तन्तिकाले जाते हैं। 
इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि अधिक से अधिक 4 ठिकदों पर अंकित संख्याएं 20 से 
विभाज्य होंगी । ' 


44 


0, 


गणित 


, यदि प्वासों बंदन का प्रसरण 2 हो, तो प्वासों बंटन के पुनरावृत्ति सूत्र से #-८, 2, 3, 


तथा 5 के लिए वह बंदत ज्ञात कीजिए । [ ४7“ --0.353 का प्रयोग कीजिए ) 


, 35 वर्ष की आयु के एक व्यक्ति की 40 वर्ष की आयु तक पहुँचने से पहले मृत्यु होने की 


प्ररथिकता 0.08 ली जा सकती है। 400 व्यक्तियों, जिनकी वर्तमान आयू 35 वर्ष है, 
के एक समूह में इसकी लगभग प्रायिकता क्‍या है कि अगले 5 वर्षो में 2 व्यक्षितयों की 


मुत्यू हो जाएगी ? [ ७“ _.-.0.000747 का प्रयोग कीजिए ] 


, मान लीजिए कि एक विशेष मलीत द्वारा उत्पादित किसी वस्तु के खराब होने की 


प्रयिकता 0.2 है। यदि इस मशीन द्वारा उत्पादित ऐसी 0 वस्तुओं को यादृच्छिक रूप 
से चुना जाए, तो इसकी प्रायिकता क्‍या है कि एक से अधिक वस्तुएँ खराब ध्राप्त नहीं 
होंगी ? द्विषद और प्वासों बंठनों का प्रयोग कीजिए और दोवों परिणामों की तुलना 


कीजिए । । “अं 05 05 का प्रयोग कीजिए ] 


. एक बीमा कम्पनी यह पता लगाती है कि एक बिशेष प्रकार की दुर्घटना में प्रति वर्ष 


0. प्रतिशत जनसंख्या ही ग्रस्त होती है | यदि इस जनसंख्या से उसके 40000. पालिसी 
धारकों (0009 ॥0]068) को यादुषच्छिक रूप से चुना गया हो, तो इसकी प्रायिकता 
क्या है कि उसके 5 से अधिक पालिसी धारक ऐसी दुर्घटना से अगले वर्ष ग्रस्त नहीं होंगे ? 


. मान लीजिए कि 585 प्ृष्ठों वाली एक पुस्तक में टाइप सम्बन्धी! 43 गलतियाँ हैं । यदि 


इत गलतियों को पूरी पुस्तक में यादुच्छिक रूप से वितरित कर दिया जाए, तो इसकी 
प्रायिकता क्‍या है कि यादृषब्छिक रूप से चुने गए 0 पृष्ठ गलतियों से रहित होंगे ? 


[ ४ 77 ...0,4795 का प्रयोग कीजिए ) 


* मान लीजिए कि एक हवाई जहाज से गिराए गए बस (0000) के एक बिद्दोष लक्ष्य 


(2785:) से टकराने की प्रायिकता न है । यदि 6 बम गिराए जाते हैं, तो श्रायिकता 


ज्ञात कीजिए जबकि 
(7) केवल 2 बम ही लक्ष्य से टकरायेंगे । 
(79) कम से कम 2 बम लक्ष्य से टकरायेंगे । 


। ४ --0.302 का प्रयोग कीजिए ] 


एक पेंच (5०४७8) निर्माता यह जानता है कि उसके उत्पादन का 4% खराब है। वह 
ईन पेंचों को सौ-सौ के डिब्बों में बेचता है तथा यह गारंटी देता है कि एक डिब्बे में 
5 से अधिक पेंच खराब नहीं होंगे। इसकी लगभग क्‍या प्रायिकता है कि एक डिब्बे में 
गारंटी के अनुसार माल नहीं निकलेगा ? 


एकक है 


प्रसामान्य प्रायिकता बंटन 


0, भूमिका 

पिछले एकक में, हमने अति महत्वपूर्ण असंतत बंढनों, अर्थात्‌ ट्विपद बंटन तथा थ्वासों बंटन, का 
अध्ययन किया था | एक असंतत यादृच्छिक चर (धशश6 ाग्मापेणा १॥79॥6) वहु चर होता है जो 
कैयल वियुकत मात ((80]8080 ५४४४४), जो प्रायः धवात्मक पूर्णाकीय (000४ ४७ ॥06/78) मान होते 
हैं, ही ने सकता है। एक सिक्के को, मान लीजिए 20 बार, उछालने पर प्राप्त 6808 की संस्या एक 
बसतत यादृच्छिक चर है, क्योंकि यहू 0, [, 2, ,..ढ, 20 के अतिरिक्त कोई अत्य मान नहीं ले सकता 
है। वह प्रायिकता बंटत जिसमें इस प्रकार का चर हो, असंतत प्रायिकता बंदनत (शां४07०७ 97007 
09070) कहलाता है। द्विपद तथा प्वासों बंदन, जितका अध्ययत्त हमने पिछले एकक में किया है, 
असंतत प्राधिकता बंटनों के उदाहरण हैं । 

भसंतत चर के विपरीत, यदि एक चर संतत पैमाने (०७008 8०8७) के सभी मान ग्रहण 
कर सकता हो, तो हम कहते हैँ कि वहू चर संतत (00॥0॥70008) है। समय, लम्बाई और तापमान 
जसी राशियाँ पंतत पैमानों पर मापी जाती हैं। संतत चरों के कुछ उदाहरण तिम्त हैं: 

(() व्यक्तियों के भार, 
(॥) एक विश्येष प्रकार की बनी विभिन्‍न कारों द्वारा पैट्रोल (!०/0]) की किसी निश्चित 
मात्रा में चली गई दूरियाँ, 

(ग) व्यक्षितयों के दाँगे परों की लम्बादइयाँ । 

संतत मादृच्छिक चर के प्रायिकता बंटन को संतत प्रायिकता बंदेन (०७॥६॥008 0908 
9॥870000॥) कहते हैं । 

एस एकक में एक महुत्वपूर्ण संतत बटन, जिसे प्रतामात्य प्रायिकता अंहन (॥07॥9े एा0)॥0॥0 
097ी0॥) या केवल प्रस्ाभ्तास्य बदन (079 ॥9॥॥0ा॥) कहते हैं, का वर्णत किया गया है। 


0,2 प्र्तामान्य बंटन 
प्रसामान्य बंटन की व्यापक समीकरण 


शी गणित 


द्वारा दी जाती है, जहाँ चर », --०० से -- ०० तक कोई भी मान ले सकता है | यहाँ ;; तथा ०, जिन्हें 
बंटन के प्राचल कहते हैं, प्रसामात्य बंदन के ऋमशः माध्य तथा मानक विचलन (इंकार (&एशं७४०॥१) 
हैं। # तथा 6 को प्रतिबंधों --०० < < ००,०:०0 को अवश्य ही संतुष्ट करना चाहिए । फलन /(.५४), 
प्रसामान्य बंटन का प्रायिकता घनत्व फलन (ए7णात्रणा।ए पशाओआंए ईज़ाट/ंणा) कहलाता है तथा ४, 
प्रसामान्‍्य चर (॥0णात्ा र्थात0०) कहलाता है। समीकरण () द्वारा दिये गए प्रायिकता बटन को 
कभी-कभी संक्षेप में इस प्रकार भी व्यक्त किया जाता है: “प्रसामान्य चर ४ का एक बंटन 'घ(॥, ०१) 
है” तथा इसे & : ए (,., ०») के रूप में लिखते हैं । 

प्रसामान्य बंटन सबसे अधिक उपयोग में आने वाला संतत बंटन है। यह बंटन ऐसे बहुत से 
बंटनों के लिए एक सुन्दर सब्तिकटन का काम करता है जिनका व्यावहारिक दृष्टि से बहुत महत्व है । 
साथ ही, इस बंटन के कई बहुत वाँछनीय गणितीय भुणधर्म हैं जिनसे बहुत से सैद्धान्तिक (#850600॥7[) 
परिणाम ज्ञात करना सम्भव हो जाता है। प्रसामान्य बंदन के अति महत्त्वपूर्ण होने का एक कारण यह 
भी है कि बहुत सी प्राकृतिक परिघटनाएँ (9#9707०72 ) प्रसामान्यतः या लगभग ऐसी ही बंटी होती 
हैं। परिधटनाएं, जैसे व्यक्तियों की लम्बाइयाँ तथा उत्तके भार, आई० क्यू० (!, 0.) की मापें, धातु 
(7009) की छड़ों की अधिक सही मापें लेने में च्रुटियाँ तथा विभिन्‍न परीक्षाओं में प्राप्तांक, आदि सभी 
के प्रसामान्य बंटन होते हैं । 
| समीकरण (]) द्वारा दिये गए फलत का आलेख प्रसामान्य प्राथिकता वक्त (॥07शात्वा फ0- 
040॥॥69 ९ए४९) कहलाता है तथा इसे नीचे दिखाया गया है (देखिये आक्ृति 0.) । 


7(+%.) 





कि हर 
आकृति 0. : प्रसामान्य प्रायिकता वक्त 


आलेख से हम देखते हैं कि यह घंटी के आकार (00|-8॥960) का है तथा साध्य » के 

कि सममित है । वक्त के दोनों सिरे >-अक्ष की धतात्मक तथा ऋणात्मक विशाओं की ओर ऋमश: 
० तथा -- ० तक विस्तृत होते हैं तथा धीरे-धीरे *-अक्ष की ओर अग्नसर होते हैं, परन्तु उससे ॒ 
मिलते नहीं हैं । । फनी जल डक 
समीकरण ( [) द्वारा दिए गए फलन का उच्चिष्ठ (74४ ग्राएया ) मात्त ४ >-5/६ पर है, क्योंकि 

“+5|* पर इसके घार्तोंकीय भाग ([ 672 |207१00[8/] एक्षाए ) का महेत्तम मात्त है | जिसका अर्थे यह है कि 


प्रसामात्य प्रायिकता बंटन ]7 


वक्र एकबहुलकी ( णयंगरी00॥]) है तथा प्रसामान्य वंटत का बहुलक (00०) उसके माध्य से ४5» पर 
तंपाती है । 


रेखा ४<-॥, प्रसामात्य प्राग्रिकता वक्र के अन्तर्गत >-अक्ष के ऊपर के क्षेत्रफल को दो बराबर 


भागों में बॉटिती है। इसका अभे यह हुआ कि बंटत का माध्यक (ग्राव्ता॥) भी उसके माध्य तथा बहुलक 
से संपाती है । 


प्रसामान्य बंटन को द्विपद बंटन की उस सीमांत स्थिति से प्राप्त किया जा सकता है जब प्रयत्नों 
की धंख्या ॥ बहुत बड़ी हो तथा सफलता की. प्रायिकता ४, हे के बहुत निकट हो । इस परिणाम को 
गणितीय रूप से सिद्ध करना इस पुस्तक की सीमा के बाहुर है। प्रसामात्य वक्त को, द्विपद बंटत के 
आयतचित्र की एक सीमांत स्थिति के रूप में सोचा जा सकता है, जब #-२० और #$, हे के बहुत 
मिकट है। इन प्रतिबन्धों के अन्तर्गत, ट्विपद बंटत का आयतचित्र, प्रसामान्य प्रायिकता वक्त की ओर 
अग्रसर होगा ज॑सा कि आक्ृति 0.2 में दिखाया गया है। 


(५४) 





आकृति 0.2 : द्विपद बंदन के आग्रतचित्र को सीमांत स्थिति के रूप में प्रसामान्य प्रायिकता बचत 


हम मुख्यतः प्रसामान्य वक्न के अन्तर्गत किन्‍्हीं दो कोटियों (7ता॥॥७४) के बीच के क्षेत्रफतरों 
को जानने के ही इच्छुक हैं, क्योंकि वक्त के अस्तर्गत क्षेत्रफल, दिए हुए अन्तरालों (7/07४७/5) में आने 
बाले मानों की प्रायिकताएँ निछूपित करते हैं। पाठकों को याद होगा कि एकक [5 में द्विपद बंटन के 
भायतचित्र में आायतों के क्षेत्रफल चर के विभिन्‍न मानों के लिए उनकी प्राथिकताएँ निरूपित करते थे, 
जबकि प्रतोेक आयत की चौड़ाई मात्रक लम्बाई की थी । 


0.3 प्रसामान्य बंदन का सानक रूप 


एक यादुच्छिक चर 57 भानकीकृत (अंज्रातेशातों2०0) किया हुआ तब कहा जाता है जब इसे इस 
तरह से व्यवस्थित कर लिया जाए कि इसका माध्य 0 हो तथा मानक विचलन | हो । मध्य 0 तथा 
मानक विचलन ६ वाले प्रसामान्य बंटन को मानक रूप में प्रसामान्य बंधन (॥ण79व) 057१07/0) 
8ंथ्ातेंश्रा0 (0॥) या मानक प्रसामान्य बंदन (४शिऐ॥0 ॥0774] 0ंडापग्रएएांणा ) कहते हैं । 


गे 
(8 णित्त 


गणितीय साँख्यिकी की अत्ति द महत्त्वपूर्ण प्रमेथों में से एक यह हैं कि यदि 5 एक प्रसामान्य 


7०-77 £ हि 
यादच्छिक चर है जिसका माध्य // तथा सानक विच्वलन ० है, तो यादृच्छिक चर 2/77---7 गे श्सामान्य 





बंटन होता है जिसका साध्य 0 तथा मानक विचलन 3 है। यादृच्छिक चर 2 मानकीकृत (या सानक ) 
प्रसामास्य यावृच्छिक चर कहलाता है । इस प्रमेय की उपपत्ति इस पुस्तक की सीमा के बाहर है। इस 
प्रकार, मानक रूप में प्रसामान्य बंटन के लिए प्रायिकता घनत्व फलन को निम्न प्रकार दिया जाता है: 





छेद + 2 ०<४<०) (2) 

उपर्युक्त फलन का लाभ यह है कि इसमें कोई प्राचल नहीं है। इससे हम, माचक सारणियों 
(४80970 ६20]०8) का प्रयोग करके, श्रसामात्य प्रायिकता वक्त के अन्तर्गत बिभिन्‍न क्षेत्रफल परिकलित 
कर सकते हैं । उपर्युकत फलन का आलेख नीचे दिखाया गया है (देखिए आक्ृति 0.3) । 


56) 


() 
आकृति 0,3 : मानक प्रसासान्य प्राथिकता वक्त 


पाठक यह देख सकते हैं कि आलेख का आकार, आकृति 0, में दिए गए प्रसामान्य वक्त के 
आकार के भ्रकार का ही हैं। अन्तर केवल यह है कि अब सुलबिदु को माध्य वाले बित्दु पर पहुँचा 
दिया गया है । | 


0.4 अनन्त समाकल पर एक टिप्पणी 


यदि किसी समाकल में, या तो समाकल की उच्च सीमा और निम्न सीमा का अन्तर अनन्त हो 
या समाकल की सिम्न और उच्च सीमाओं के बीच स्थित एक या अधिक बिन्दुओं (सीमाओं को सम्मिलित 
करते हुए) पर समाकल्य ([68%70) अनन्त की ओर भग्नसर हो, तो समाकल को प्रायः एक अनन्त 
का हे । ॥9॥96 $0९879) ) कहते हैं । [कुछ लेखक इसे अनुचित समाकल (ग्राए70एथ 766ट्टान) 
कहते हैं।। , ॒ 
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०0 ०० / ! ( 
हि का /८ 4 मे 
उदाहरगाबं, | ढा्क,. | पफ़, | -# | # 
नर ! जा ग्रे 
0) --+०0 ४०% |] 
इत्यादि सभी अनन्त समाकल्त हैं । 
ब्क का कप | 3 
आगे आने बाले अनुच्छेदों में हमें | /(>)4४ के प्रकार के समाकल सिलेंगे। इस प्रकार 
>+- 00 


के समाकला के मान तिकालने की विधियों को व्याख्या हमारी इस पुस्तक की सीमा के बाहर है। हम यहाँ 
बंवल इतना कहेंगे कि एक अनन्त समाकल का अस्तित्व हो भी सकता है तथा नहीं भी हो सकता है। 
साथ ही, एक अनन्त समाकल को परिमित (हि॥॥०) संख्या के समाकलों के योग के रूप में विभकक्‍त किया 
जा सकता है, जैसा नीचे दिखाया गया है : 


(ते 


| (व [ # (0) %+ [ (5) ध४-- ... 


“० ७४) ७:०० 43 


-+ [ /(<) 4०८-- । 


((॥-.] ५; 


जहाँ. (४.0 ६. ध[ (८ ०» / ध॥ 5 ८०0 है । 


0.5 मानक प्रसामान्य प्राधिकता वक्त के अन्तर्गत क्षेत्रफल 


हम देख चुके हैं कि मातक रूप में प्रसामान्य घनत्व फलन द्वारा निहूपित प्रायिकता वक्त एक 
घंटी के आकार की होती है जो आधार रेखा की घनात्मक दिशा की ओर --८०० तक तथा ऋणात्मक 
दिया की ओर ---०० तक विस्तृत होती है। साथ ही, यह वक्र माध्य 0 के सापेक्ष समभित होती है । 


हम जानते हैं कि वक्त >््( ८), #>भक्ष तथा दो कोटियों ह<>ध तथा ४-८४ द्वारा परिसीमित 
6 
शैष्र का क्षेत्रफल, समाकल | / (४) 4४ द्वारा प्राप्त होता है (इस म्यंखला की पुस्तक ॥५ का 


पे 
अनुच्छेद 29.6 देखिए) । मातक रूप सें प्रसामान्य बंटन के लिए हमें निम्न प्राप्त है : 


बा 3 


(5) कम 9 2 
(४) ९2% ( 
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यदि हम इस फलन को मानत्ता & तथा ४22 के बीच समाकलित कर, तो समाकल 
नम 
न्‍फ ४ रे का, का 
का | है हल ; वक्न, >-शक्ष तथा रेखाओं 2#5श2 और 25-४3; द्वारा परिसी मित क्षेत्र के 
१ <7ए 
23 
क्षेत्रफल को निरूपित करेंगा। 


/ (2) 





तय जब न्यू 4 
आकृति 40.4 : 2चन2, तंथां 7४, के बीच का क्षेत्रफल 

आकृति 0.4 में दिखाया गया छायामय क्षेत्र (॥॥8020 7०९०7) इस क्षेत्रफल को निरूपित करता है । 

इसी प्रकार, समाकल । | दः  . हो 

मम हे 9 

(४) कक हे धर (3) 

आकृति 40.5 के छायामय क्षेत्र के क्षेत्रफल की निरूपित करता है । 





(2) 





७! 


(3 ट 
आकृति 40.5 ; ---०० से » तक का क्षेत्रफल 


प्रसामान्य प्राधिकता बंटन [9] 


क्योंकि प्रसामानन्‍्य बक्र के अन्तर्गत क्षेत्रफल, प्रायिकता निरूपित करता है, इसलिए समीकरण (3) 
द्वारा परिभाषित फलन 7 (2) भी प्राथिकता तिरूपित करेगा, जबकि चर---०० से 2 तक विचरण 
करता (४४०७४) है। समीकरण (3 ) में ४--। रखने पर, हमें . 


न्‍+ >> टरॉँे 
हे हि 
9 () सन “उन+ 
() "प्र | ४० 
< 5 
प्राप्त होता है, जो ४<€:] के लिए प्रायिकता निरूपित करता है तथा इसे ? (2<:) द्वारा व्यक्त किया 
जा सकता हैं। व्यापक रूप में, यदि (2) प्रसामान्य बंटन का प्रायिकता घनत्व फलन है, तो 


यु 
?(2/< 2 ६722) न | 4(2)प:7 


(4) 
7] 
/ 
तथा, (2) ++ | 7(2)672 (5) 
>+-++ (४) 
नजएि(7,<:9) 


समीकरण (5) द्वारा परिभाषित फलन 7(2), प्रसामान्य बंदन के लिए, बंदन फलन (त&07- 
"प्रौणा णा0(0०॥) कहलाता है । 


0,6 प्रसामान्य बंदन के कुछ गुणधर्मे 


प्रसामान्य बंटन के कुछ गुणधर्म निम्नलिखित हैं : 
(+) समीकरण () द्वारा दिया गया प्रायिकता घनत्व फलन /(»), शून्य के बराबर या उससे 
अधिक होता है। (वास्तव में, यह गुणधर्म सभी संतत प्राथिकता बंटनों के लिए सत्य है।) 
5० फ 
(॥) | /( ४) 4४००। है। इसका अर्थ यह है कि प्रसामान्य प्रायिकता वक्त के 
अन्तर्गत >-अक्ष के ऊपर का सम्पूर्ण क्षत्रपल । के बराबर है। यह इस तथ्य से भी स्पष्ट 
है कि उपर्युक्त सम्पूर्ण क्षेत्रफल, सभी प्रायिकताओं के योग को निरूपित करता है जिसे 
किसी भी प्रायिकता बंटत के लिए | के बराबर अवश्य होना चाहिए । 
(#) की गणितीय उपपत्ति इस पुस्तक की सीसा के बाहर है.। 
(0) प्रसामान्य बंटन अपने माध्य के सापेक्ष सममित होता है । 
(५४) इस बंदन के माध्य, बहुलक तथा माध्यक संपाती होते हैं । 
टिप्वणी : प्रसासान्य बंठन के कुछ और भी गुणधर्म हैं जिनका वर्णन हमारी इस पुस्तक की 
सीमा के बाहर है । ः का 


निजी नि मिम मन म शक जज अल आम भ माााााा४७७७एएआा ु [ न 
#प्रायिकताओं ? (2.5८ 2<€ 22), ? (2, < 2 < 2), (2 <2<5) पैथा ? (2 < &2<29 )की समान 
माता जाता है। इसी प्रकार, ए(2<2) तथा ?( 22 < 2) भी सम्तान प्रायिकताएँ हैं 
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0.7 प्रसाभान्य प्रापिकता वक्त के अन्तर्गत क्षेत्रफलों फो ज्ञात करने के लिए सारणी का 
उपयोग 


हम देखते हैं कि समीकरण (5) द्वारा दिए गए समाकल का ४ के विभिन्‍त मात्रों के लिए मान्त 
ज्ञात करता बहुत जटिल होता है। सॉख्यिकी की किसी भी मानक पुस्तक में, 2 के विभिन्‍न मानों के लिए 
क्षेब्रफलों (2) की एक मानक प्रसामान्य सारणी दी जाती है। हमने ऐसी एक सारणी परिशिष्ट 
(४]77०70:%) में दी है, आगे जो आ रहा है, उसमें हम यह मानेंगे कि /(2) मानक प्रसामात्य घतत्व 
फ़लन है तथा 7(2) तदनुरूपी बंदन फलन है । हम देखते हैं कि 
// 





मा क 8 
छ(००) र- | €& तान्ला। (6) 
९५/2व४ 77०० | 
है, क्योंकि प्रसामान्य वक्त के अन्तर्गत संपूर्ण क्षेत्रफल ! के बराबर होता है । साथ ही, 
ए2 बट <2,) रत (20)--४ (५, ) (7) 


है, क्‍योंकि 


7(2 ६ 2 ६2: + | (2) 4०2 

ध्धय्‌ 
हर था | 
का | /(2)42 +- | (2242 +- | /(2)4५2 


द्त्‌ ++ ०० “ह+++ (2६) 


29 द्व 
मल | (2)42 -- | (2)42 
“-“ 0०) “जा (० 
|््(29)- (20) 
समीकरण (4) तथा (7) से यह निष्कर्ष निकलता है कि 
एड ६2: < 2५) 5०४(7५)-- ४(72,) 


227 
प्प्न | ((7)09 (8) 
ब 
अब हम यह सिद्ध करंगे कि 
8(--०)5०4 --#ै (७५) (9) 
इसे सिद्ध करमे के लिए, हम देखते हैं कि 


आर 2 दे 
ए(--») * | /()#% -- | / (४24४, 


“00 न ०0 


जहाँ /:--४ है, क्योंकि /(--४) -</ (४) 
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अब, 9 ( --2, ) +-४ 2, ) तू -- [ # (४) ब४-- [ /ी (मर) बंफ 
०० 


जाए (2 


दो [. / (॥#) 4४ -- क्‍ [ . / (४)% 


द्व्‌ “-“ (०) 
526] ०० 
का | / (५) 4४ -- | (४४) धं॥ 
“>> (2) 2] 
०0 

घ्न्य । (४) व॥ 

-+ ०0 
घ्स्ल 

अत;, ए(--४ ) क्न [-+ ( 2१ ) 


यह निष्कर्ष इस तथ्य से भी तुरत्त निकल आता है कि मानक प्रसामास्य वक्र माध्य के सापेक्ष 
सममित होती है तथा इस वक्त के अच्तर्गत सम्पूर्ण क्षेत्रफल एक के बराबर होता है (देखिए 
आकृति 0,6) । 


((ट) 





लटक () ट। 
आकृति 0.6 ; ॥(--४३)5४7--(,) 


टिप्पणी ; यहापि सारणी से हमें केवल सानक प्रसासान्य वक्र के अन्त्गंत क्षेत्रफल ही प्राप्त होते 

हैं, फिर भी हम किसी भी प्रसामात्य वक्त के अन्तर्गत क्षेत्रफलों को भी निम्न प्रकार ज्ञात कर सकते हैं : 

साना चर ४ प्रसामान्यत: वितरित है और उसका मसाध्य 00 तथा सानक् विचलन 0 है। तब 

मानक प्रसासान्य यावुषच्छिक चर 7. निम्न है + 
5४--00 ह ५2 

का (५) 
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घदि हम, माना, ?(४<:0) ज्ञात करता चाहते हैं, तो (2) से हम & -:[0 के लिए 
2>-! प्राप्त करते हैं । ' 
अतः, एफ <८0)5-7(7< )5-77() 
तथा परिशिष्ट में दी गई सारणी से हम क्‍ 

7 (|) <<0.84] 3 

प्राप्त करते हैं, जो 2<] या 5 <:!0 की प्रायिकता निरूपित करता है। प्रतिशत के पदों में हम कहते 
हैं कि लगभग 84%, समंक (007८8) 0 या उससे कम हैं । 

अब हम कुछ उदाहरणों पर विज्नार करेगे । 


0,8 हल उदाहरण 


उदाहरण 4 : भाना >, किसी परीक्षा के प्राप्तांकों को व्यक्त करता है। यदि #, प्रसामान्यतः वितरित 
है और उसका माध्य 00 तथा मानक विचलन 5 है, तो इसकी प्राधिकता ज्ञात कीजिए कि %; 30 से 
अधिक नहीं है । 


हल : आइये हम पहले सूत्र 2-5 जा की सहायता से 5 को मानक प्रसामान्य चर 2 में परिवर्तित 


करे | इस प्रकार, हम 
० 00) 
जज बे 
प्राप्त करते हैं। इसकी वाँछित प्रायिकता कि >, 30 से अधिक नहीं है, (५८ 30) से व्यक्त की 
जा सकती है । जब #(--30 है, तब (/#) से हमें 
हे _30--00 _ 
.... 5 

प्राप्त होता है । हमें ए९(7.<:2) +: # (2) ज्ञात करना है । 

सारणी ! से हम 7(2) -«0.9772 प्राप्त करते हैं । 

इसलिए, (४८: 30) -50.9772 


उदाहरण 2 : एक कक्षा के विद्यार्थियों की एक यांत्रिकीय भअभिक्षमता परीक्षा (॥॥०ण4708| 808- 
708 (४50) ली गई । उनके प्राप्तांकों को प्रसामान्यत: वित्तरित पाया गया और उन्तका माध्य 60 तथा 
मानक विचलन 5 था। कितने प्रतिशत विद्यार्थियों ने 
() 60 अंकों से अधिक 
(4।) 56 अंकों से कम 
(7॥) 45 तथा 65 अंकों के बीच 
अंक प्राप्त किए ? 





व््ल 


हुल ; () हम जानते हैं कि 2८ मा है। ४5-60 के लिए, 250 है। हमें ए(४१ > 60), 


अर्थात्‌, ? (2:>0) ज्ञात करता है। 
परन्तु, ?(0 < 2 < ०० ] 282 ण्ठ )-+० (0) लय >-0,5:--50.,5 
इस प्रकार, 50% विद्यार्थियों ने 60 से अधिक अंक प्राप्त किए | 
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() 5-56 के लिए, कलनन ... 0.8 है । 


इसलिए, 7 ( --0.8) -६--४ (0.8 ) -+ | --0.788 5-0.22 
इस प्रकार, 2,2%/ विद्यार्थियों ने 56 से कम अंक प्राप्त किए । 
(॥) ८०45 के लिए, फ्रनू 20770 .... 3.0 तथा 


०-65 के लिए, 7,८« न.0 है। 


इसलिए, ?(---3.0 ८ 7.< .0) ++ 7 (4.0)--? ( ---3.0) 
८“ (.0)--4।--४(3,0) | 
८८0.84]-- (---0.999 ) 9.84 
इस प्रकार, 84% विद्यार्थियों ने 45 तथा 65 के बीच अंक प्राप्त किये । 





प्रदनावली 40.॥ 


3, एक परीक्षा में विद्याथियों के एक समृह द्वारा प्राप्त अंक प्रसामान्यतः वितरित थे और 
उनका माष्य 80 तथा मानक विचलन 6 था | 
(7) 90 भंक (7) 68 अंक 
(77) 57 अंक (7०) 02 अंक 
प्राप्त करने वाले विद्याथियों के मानक अंक ज्ञात कीजिए । 
2. मानक प्रसामान्य वक्त के अन्तर्गत बह क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जो 
(४) 22.70 के वाई ओर 
(४) ४>+5,73 के बाई ओर 
(77) 2८&77--0-66 के दाईं भोर 
([/) &स्|---«88 के बाईं ओर 
(9) ४:5].25 तथा 2-5.67 के बीच 
(४) 2ख्ा--0,90 तथा दम --,85 के बीच 
(हां) बल्ाा--+ 45 तथा 2::८].45 के बीच 
(गरं) सन -+0.9) तथा 25-.58 के बीच 
स्थित है । द 
3. एक प्रसामान्य वक, जिसका /४++25.3 तथा 655ह.] है, दी हुई है। वक्त के अन्तग्रेत 
20.6 तथा 29,| के बीच का क्षेत्र फल ज्ञात कीजिए । 


26 


गणित 


4. पिछले अनुभवों से यह ज्ञात है कि अपराक्त 3 बजे से 4 बजे के बीच किसी विशेष समुदाय 


क्षेत्र में प्रत्येक दित की गई टेलीफोन कॉलों (॥80ए97०॥6 ०४१8) की संख्या का माध्य 
352 तथा मानक विचलन 3] है। उस समुदाय (०एशाशाय?) क्षैत्र में अपराज्त 3 
बजे तथा अपराह्न 4 बजे के बीच' कितने प्रतिशत समय में 400 से अधिक देलीफोन कॉल 


होंगी ? 


5. किसी विद्येष प्रकार के इलेक्ट्रॉनिक यन्त्रों (॥४८००॥० 0०००५) के जीवत-समय का 


भाध्य 300 घण्टे तथा मानक विचलन 25 घण्टे है। यह मावते हुए कि इन जीवन-समयों, 
जो मिकटतम घण्टे तक मापे गए हैं, के बंटन को एक प्रस्तामान्य वक्त के साथ निकठतम 
झूप से सन्निकटित किया जा सकता है, 
(7) इसकी प्रायिकता ज्ञात कीजिए कि इन इलैक्ट्रॉत्तिक यन्त्रीं में से किसी एक का जीवच- 
समय 350 घण्टों से अधिक है । 
(7) यह ज्ञात कीजिए कि कितने प्रतिशत का जीवन-समय 300 घण्टे या उससे कम 
होगा । 
(॥) यह ज्ञात कीजिए कि कितने प्रतिशत का जीवन-समय 220 घण्टों तथा 260 घण्टों 
के बीच होगा । 


' साँख्यिकी की एक अच्तिम परीक्षा में विद्यार्थियों के एक बड़े समूह द्वारा प्राप्त अंकों का 


माध्य 58 तथा मात्तक विचलन 8.5 है। यह मानते हुए कि ये अंक लगभग प्रसामान्यत: 
वितरित हैं, बताइए कि यहू आशा कितने प्रतिशत विद्याथियों से की जा सकती है कि 
उनको 60 और 69 के बीच (ये दोनों भी सम्मिलित हैं) अंक प्राप्त होंगे । 


सह्तम्बध 


एकफक ह&| 


सहसस्बन्ध 


]. भुप्तिका 


अभी तक सॉस्यिकी के अध्ययत्त में हमने केवल एक चर* से सम्बन्धित आँकड़ों की व्याख्या 
करना ही सीखा है। ये किन्‍्हों व्यक्तियों के किसी परीक्षा में प्राप्तांक, किसी कारखाने के श्रमिकों की 
मजदूरी हो सकते हैं, य| ये किसी प्रधूतिगुहू में किसी एक विश्वेष मह्ठीने में जन्मे नवजात शिशुओं के 
भार ही सकते हैं, इत्यादि | पाठक को याद होगा कि आँकड़ों की व्याख्या करने के लिए हमने अवस्थिति 
([00400॥/) और परिक्षेपण. (0990भ0॥) के विभिन्‍्त अंकाणितीय निहूपकों (गतशाशाएया 
१60०79008) को ज्ञात करवा सीखा था। दूसरे शब्दों में, हम कह सकते हैं कि अब तक हम केवल 
एक चर से सम्बद्ध समष्टियों (90॥0/800॥8) अर्थात्‌ भाँकड़ों का ही अध्ययन करते रहे हैं। 

परस्तु कभी-कभी दो या अधिक चरों के अलग-अलग प्रभाव जानने की अपेक्षा इनमें एक साथ 
होने वाले परिवर्ततों (॥॥800॥5) की जाँच करना अधिक सुसंगत (05५0॥) होता है । क्या यहु 
सत्य है कि जिस वर्ष में सामान्य से अधिक वर्षा होती है उस वर्ष में छातों तथा बरसातियों (8॥008/8) 
की बिक्री भी अधिक हीती है या यह कि वस्तुओं के कम सात्रा' में आने पर उनकी कीमतें बढ़ जाती हैं ! 
हस प्रकार की समस्याएँ तथा और भी ऐसी बहुत सी समस्याएँ जिनमें दो चरों के पारस्परिक परिवर्तन 
क्रर्धात्‌ प्रसरण का प्रभाव सम्बद्ध होता है "सहुसम्बन्धट (०णाशं#॥०॥) के क्षेत्र के अन्तर्गत आती हैं। 

शब्द “सहसम्बन्ध' का एक परिशुद्ध अर्थ देने का प्रयत्न करने से पहले, हम इस पर बल देना 
चाहेंगे कि जब हम दो घरों [मातरा, स्कूल के कुछ विद्याधियों की लम्बाइयाँ तथा भार, कारखाने के 
श्रमिकों के एक समूह की आई० क्यू० (॥, 0.) तथा उत्तकी आमदनी, कालेज के विद्याथियों के एक 
समृहु की भायु तथा उनके द्वारा किसी उपलब्धि परीक्षा (8०॥6ए2॥०॥६ 68/) में प्राप्त किए गए अंक, 
इत्यादि] में एक साथ हुए परिवतंनों को देखते हैं तव विचाराधीन आंकड़ों में, जिन्हें ह्विचर ऑँकड़े 
(7 0श्रा/आ४ 008) भी कहते हैं, मापों के युग (08॥8 0॥ 7089॥/70॥0॥8) सम्मिलित होंगे। इन 
आँकड़ों की एक सुझ्य विशेषता यह है कि विचाराधीन समूह अथवा समष्टि के प्रत्येक सदस्य के लिए 
एक प्रेक्षण (0082४क0॥-) का दूसरे के साथ एक यूएस बनाया जा सकता है। इन प्रेक्षणों को हम 
पुण्मित प्रेक्षण (ए#7०) 00827७॥0॥8] कहेंगे । द 

आइये अब शब्द सहृसम्बन्ध के अर्थ की ओर ध्यान दें । यदि दो राशियाँ इस प्रकार परिवर्तित 
होती हैं कि एक में परिवर्तत के साथ ही दूसरी में परिवर्तत होता है, तो ये राशियाँ सम्बन्धित था 
सहसम्बन्धित (००४९॥०0) कहुलाती हैं। हम कह सकते हैं कि सहसम्बन्ध इस बात की व्यास्या करने 


न 
*इन्हें कभी-कभी एकविचर आंकड़े (प्राण्द्रा|व6 048 ) वहते है | 


730 गगित 


से अपना सम्बन्ध रखता है कि दो चरों के वीच सम्बन्ध की मात्रा [सा परिमाण| (0९८७:००) कितनी है, 
अर्थात्‌ वे किस सीमा तक सम्बन्धित हैं । 


4॥,2 वुग्मित ध्रेक्षणों के बीच सम्बन्धों के प्रकार 


दो चरों ( युग्मित प्रेक्षणों) के बीच कई प्रकार के सम्बन्ध हो सकते हैं। आइये नीचे इत पर 
विचार करें : 

हम पहुले उस स्थिति पर विचार करेंगे जब दो चर इस प्रकार परिवर्तित हीते हैं कि उनका 
अनुपात सर्देव स्थिर रहता है। पदाहरण।र्थ, बुत्त की परिधि सर्देव उसके व्यास तथा एक श्थिर सेश्या 
के अनुपात के बराबर होती है (इस स्थिर संख्या को 5: कहते हैं) । जब तथा ज्यों ही व्यास में परिवतेंत 
होता है, पशिध में भी परिवर्तत होता है तथा परिधि में हुआ यह परिवर्तत, व्यास में हुए परिवर्तन 
और उसी स्थिर संख्या (5) के गुणनफल के बराबर होता है । ऐसी स्थितियों में सहसम्बन्ध की परिपूर्ण 
(0९४९०४) कहते हैं । 

यह परिपूर्ण सहेसम्बन्ध फिर दो प्रकार का होता है : 

() परिपूर्ण धतात्मक सहुसम्बन्ध 

(7॥) परिपूर्ण ऋणात्मक सहसम्बन्ध 

यदि एक चर के बढ़ने (या घटने) पर दूसरा चर भी समानुपाती रूप से बढ़ता (था घठता) हो, 
तो ऐसे सहुस्तम्बत्ध को परिपूर्ण धमात्मक कहते हैं। बृत्त को परिधि तथा व्यास के बीच सहसम्बन्ध हंसी 
प्रकार का हैं। दसरी ओर, यदि एक चर के बढ़ने (या घटने) पर दूसरा चर समानुपाती रूप से घटता 
(या बढ़ता) हो, तो ऐसे सहसम्बन्ध को परिपूर्ण ऋणात्मक कहते हैं । 

यदि दो चरों में कोई सहसम्बन्ध नहीं है, अर्थात्‌ एक चर में परिवर्तत से दूसरे चर में कोई परिवर्तन 
नहीं होता है, तो हम कहते हैं कि विचाराधीन दोनों चर असहुतस्बन्धी (7007०98९ऐ) हैं | 

परन्तु व्यापार, अर्थशास्त्र, मनोविज्ञान, सामाजिक विज्ञान तथा जीव विज्ञान स्बन्ध्री अवेषणों 
(शायपापं05) में परिषुर्ण सहसम्बन्ध की परिघटनाएँ बहुत कम ही देखने को मिलती हैं। बहुधा एक 
राशि में परिवर्तन से दूसरी राशि में भी परिवर्तन होता है, परन्तु यह सदेव एक ही अनुपात में नहीं 
होता है| ऐसी स्थितियों में हम कहते हैं कि वित्ञाराधीन दोनों राशियों में किसी त किसी मात्रा का 

हसम्बन्ध है । पुन; दोतों चरों में विद्यमान सहसम्बन्ध को घनात्मक [स्रीधा (0॥0८॥0) | या ऋणात्मक 

[उल्टा (70॥60) | तब कहते हैं जब एक चर के बढ़ने से दूसरा चर क्रमश; बढ़ता या घंटता है । 


4,3 प्रकीर्ण आरेख" 


जसा कि नाम से विदित है, प्रकीर्ण आरेख (४८०४० ठांधह्ाता) विचाराधीन चरों के विभिन्‍न 
मानों के बिखराब अर्थात्‌ प्रकीर्ण (६०७४) का एक आलेखीय निरूपण होता है। इसका प्रायः दो चरों 
के बीच विद्यमान सहसपम्वन्ध के बारे भें एक मोटे तौर पर अनुमान लगाने में लाभप्रद रूप से प्रयोग किया 
जाता है। इसके लिए हमें केबल यह करना होता है कि, समकोणिक निर्दशांक अक्षों का प्रयोग करते 


.... कुछ लेखक प्रकीर्ण आरेख को बिन्दु आरेख (१०६ त१78४) भी कहते हैं । 


सहसम्बन्ध हल 
3 
हुए, दोनों चरों के तदनुझूपी मानों को [ऋमित युर्मों (04676१ 9कवा5) 


के रूप में| आलेखित (/]0। 
क्या जाए तथा इन आलेशि दिन 20। ) 
किया गाए तथा इन आलेखित बिच्दुओों की प्रवृत्ति ( 7600 ] देखी जाए । 


पदि आलिखित बिल्दु एक रेखा पर स्थित हों, तो यह भारेख दो चरों के बीच 
पहसम्वच्ध (धनात्मक या ऋणात्मक) दर्शाता है [देखिए आकृति ].8 (॥) तथा .] ( 


एक परिपूर्ण 
॥) | । ध्यान 


2७७७४७ूएआ की. 





() परिपूर्ण धनात्मक सहसम्बन्ध (॥) परिपूर्ण ऋणात्मक सहुसाम्बन्ध 


आकृति १7.7 : परिपूर्ण सहसम्बन्ध के लिए प्रकीर्ण आरेख 


दीजिए कि भाकृति ,] (3) में विन्दू ऊपर की ओर जाने की प्रवृत्ति दर्शा रहे हैं। इसका अर्थ यह है 
कि एक चर में वृद्धि होने से दूसरे चर में भी वृद्धि हीती है। इस प्रकार आकृति .] (।) एक परिपूर्ण 
घनात्मक सहसम्वन्ध की स्थिति प्रदर्शित करती है । 


आकृति ।.] (॥) में, आलेखित ब्रिन्दुओं की भ्रवृत्ति नीचे की ओर जाने की है, जो यह दर्शाता 
है कि एक चर में वृद्धि होने से दूसरे चर में कमी होती है। इस प्रकार, आक्ृति 8. (7) एक परिपूर्ण 
आणात्मक सहसम्वन्ध की स्थिति प्रदशित करती है । 


जब आलिखित बिन्दु एक रेखा पर स्थित नहीं हों, परन्तु एक रेखा के चारों ओर (लगभग) 
बिखरे हए दिखाई देते हों जैसा कि आक्ृतियों 8,2 [ (7) तथा (॥) | में दिखाया गया है, तो चरों को 
सहुसम्बन्धित (००४०4४९४) बाहा जाता है। बिन्दुओं का बिखराव रेखा के चारों ओर जितता अधिक 
निकट होता है, चरों के बीच सहसम्बन्ध की मात्रा उतनी ही अधिक होती है । आकृति .2 (4) अधिक 
मात्रा का एक धतात्मक सहसम्पन्ध दर्शाती है जबकि आकृति .2 () अधिक सात्रा का एक ऋणात्मक 
सहसम्बन्त दर्शाती है । इसी प्रकार भाकृतियाँ [.3 [ (3) तथा (7) ] विचाराधीन दोनों चरों के बीच 
कम मात्रा का सहसम्बन्ध दर्शाती हैं क्योंकि बिन्दु रेखा से बहुत दूर-दूर बिखरे हुए हैं। इसके विपरीत, 
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() अधिक मात्रा का धनात्मक सहसम्बन्ध (॥) अधिक सात्रा का ऋणात्मक सहसम्बन्ध 


आकृति त,2 ; अधिक सात्रा के सहसम्बन्ध के लिए प्रकीर्ण कारेस 








() 


() कम मात्रा का धतात्मक सहसम्बन्ध (॥) कम मात्रा का ऋणात्मक सहसम्बन्ध 


आकृति .3 ; फस साथा के सहसम्बन्ध के लिए प्रकीर्ण आरेख् 
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आकृति ,4 : असहसम्बन्ध के लिए प्रकीर्ण भारेख 


यदि भालेखित बिच्ु कोई भी प्रवृत्ति प्रदशित नहीं करते हैं, जेसा कि आक्षति .4 में दिखाया गया है, तो 
हम कहते हैँ कि विचाराधीन चर सहसम्बन्धित नहीं हैं, अर्थात ने असहसम्बन्धी (एा०007००७(९0) हैं । 


].4 कार्ल पियरसेन का सहसम्बन्ध गुणांक 


पिछले अनुच्छेद में हमने यह बताया था कि एक प्रकीर्ण आरेख से हमें केवल मोटे तौर पर यह 
अनुमान लग जाता है कि दो चर, माता ४ तथा 9, किस प्रकार सम्बन्धित हैं । हम केवल प्रकीर्ण आारेख 
से आँकड़ों की जाँच करके कोई ठोस निष्कर्ष नहीं निकाल सकते हैं। दूसरे शब्दों में, हम केवल प्रकीर्ण 
आरेख भें यह देखकर कोई मिष्कष नहीं निकाल सकते हैं कि, क्योंकि आधे से अधिक बिन्दु लगभग एक 
रेखा पर स्थित प्रतीत हो रहे हैं, इसलिए चरों के बीच एक धनात्मक या ऋणात्मक सहसम्बन्ध है | 
दूसरी ओर, हम यह निष्कर्ष भी नहीं तिकाल सकते हैं कि उनमें कोई सहसस्बन्ध नहीं है। हमें एक 
राहि ((०४॥09) (जो एक संख्या द्वारा तिरूपित हो) की आवश्यकता है, जो यह माप करती हो कि 
४ तथा 9 किस सीमा तक सम्बन्धित हैं। इसके लिए प्रयोग की जाने वाली राशि को सहसस्बन्ध गुणांक 
(९०-शगिलंशा६ ० ००7थथ४०ा) कहते हैं तथा इसे प्रायः /,, द्वारा व्यक्त करते हैं। सहसम्बन्ध गु्णांक 
(५ दो चरों » तथा » के बीच सम्बन्ध की मात्रा (१०827०6) की माप करता है तथा यह निम्न सूत्र से 
प्राप्त होता हैं: । 


& (४--४)9/--)9) () 





गा ५ हा ।ए 


जहाँ &; तथा 3. (/८|5|, 2,... !). कैसश: > ओर 3 के मानों के दो समुच्चय हैं तथा 
7॥ 9, 7४५ 7४ त्रामश्ः तदनुरूपी माध्य तथा मानक विचलन हैं, जिससे 


8: !/ 4 


पा 


] ह ० हि है ५ 
कम शा ४८४5 बप 4५ 2५ 8 गत कर 2 (3४४) 


क्या 


नजर है ी। है [5 । 
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' | ! 
तथा, 0,4 नल >> व (9--9)४ 
/ इन्स 
सहसम्बन्ध गृर्णांक को उपर्यक्त परिभाषा सन्‌ 890 में काले पिग्सन [क्या गिएक्‍75ुप्पा) भरा 
दी गई थी तथा उन्हीं के ताम पर यह कालें पियरसत का सहुसम्बन्ध गुणांक (#श| ॒ीएश्ञा50क 5 ए08- 
्रागा ए०-शीशंथ) कहलाता है । दो चरों के बीच इस सहरसा म्बन्ध गुणांक को परिभाषित करते का 
ओऔवचित्य निम्न प्रकार दिया जा सकता है : 


/! (7 
हम जानते हैं कि व्यंजकों प्र ४ (४-अ)ध्तथा ---४5े (४ “आफ मे कभमणः नरों 
| 


जो | | 
» तथा » के प्रसरणों अर्थात्‌ परिवतंनों की मापें प्राप्त होती हैं। हमें स्पप्टतया यह भागा करनी चाहिए 
कि व्यंजक 
/र 


हा के (॥४४-) ()/--9) 
धर «७ | 


*॥ स्च्प्पड 


(/५) 


से हमें तथा # में एक साथ हुए प्रसरणों की माप प्राप्त होगी | हम देखते हैं कि व्यजक (.), ७. तभा 
0५ की इकाइयों (णा््रो5) पर आश्रित है और इसलिए यह «५; तथा ७, की हकाहयों में परिमर्तन होने 
पर परिवर्तित हो जाएगा | इकाइयों के अन्तरों की इस कठिन समस्या से बलनमे की हक विधि यहे है 
कि व्यंजकों (४,--४) तेथा (॥-ढऊ) को क्रमश: ०, तथा ०७ से विभाजित कर दिया जाएं, जिससे 
सहत्तम्वन्ध गुणांक इकाइयों से स्वतन्त्र हो जाए। इसलिए व्यंजक (७), को ०, ते से विभाजित करने 
पर हमें बाँछित माप प्राप्त हो जानी चाहिए । व्यंजक (७), « तथा »$ का सहृप्रसरण (००ए४ांश्वा0९) 
कहलाता है तथा इसे (:0०५ (४, ») द्वारा व्यक्त किया जाता है । इस प्रकार, ([) को भिम्त प्रकार भी 
लिखा जा सकता है : 
| ०५० 0) (2) 
४/जए9(०) . शथ (9) 
जहाँ ५४ (७) >>» का प्रसरण 

8 


2 


[ चर फट श्र न 
लाया ४ (४४-०४) 
5 
तथा ५४: (४) न्‍॑|>» का प्रसरण 
हे का 
भले जाओ 0४-०४ 
की । 


44.5 सहसस्बन्ध गुणांक के लिए एक बेकल्पिक सूत्र 


यदि ४ तथा » के युग्मित प्रेक्षणों के संख्यात्मक मान्त बहुत बड़े हों, तो अनुच्छेद [,4 में दिए 
,भूत्र ([) या (2) की सहायता से, दोनों चरों के बीच का सहसम्बन्ध गणांक ज्ञात करने में बहत कठिन 


सहसम्बन्ध 
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संख्यात्मयक अभिकलन (०09]|000[40/8 ) आते हैं । इसलिए हम एक वैकल्पिक सूत्र की स्थापता करेंगे 


जो कभी-कभी सहसम्बन्ध गु्णांक भिकालने में बहुत सुविधाजनक रहता है। 
4 मा 4 बा 2, 
साता ॥ब्ू+ तैथा $, 5० हम कह 
मम /; 


जहाँ ०, 8, ॥, ६ कोई स्वेच्छिक स्थिरांक हैं । 
(9) से हम निम्न प्राप्त करते हैं 

ऊअनत॥#+ थ तैंथा 9/55/८१--४ 
इसलिए, #ब््चन-॥ तथा 5--8/--/:४ [पुस्तक ता] का अनुच्छेद 23.2 देखिए ] 
जहाँ ॥ तथा # ऋरमश: (४४ तथा ४, के माध्य हैं । द 
इसलिए, ४(+ ४ +०॥(४४-ऐे तथा / ा (४४--०]) 


अनुच्छेद, [*4 के () में इन मानों को रखने पर, हम निम्न प्राप्त करते हैं : 


! 
<& ॥0म--४) 9४-४०) 


/॥६8% +। न्य्स्््म्लस्क्न्प्प्मल्स्सस्स्म्स्ल्प्ऊजजा+उ स्न्‍च्ंॉस्‍?ॉणिभभिचचिययसलल्ल्म्स्ससनिमिदक्‍++ 
77 [2 [ है 
प्र #क-ओः &॥ | --2 ॥#७-ण* 
$ --[ रे ; /.>में 


(4 
2 (४४४४) (४४८-४) 
की । 








५. २+--- ७०७७० पनअमक्‍»क-कील+ मकान नाग 





5 (परम (४५५ 7) 


70|४09 


व्य््म 4 [55] 


(8) 





॥ “4५ (४४7 2) ० &# [5४ 
# ] ॥ >>] 


अतः, हम देखते हैं कि यदि हम मूलबिन्दु को बदल दें तथा एक नया पैमाना (5०४6) चुन लें, 


तो सहसम्बन्ध गुणांक में कोई परिवतंत नहीं होता है । 
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उपर्युक्त सूत्र को निम्न प्रकार और भी सरल किया जा सकता # : 
हमें ज्ञात है कि 





श 77 
रे । है: १५ हिल [; 
पड कऋानीशि-े रक्‍सभी.. आय 
__स्न्न। १ ॥॥ हि 
की 23 मवययकापतबोलओ 2००43 मा सकमममपकककम कस 222 न १3 42200: ४७ % 7 आशा > ३ ५०52० ट्प्पण लत 
| [ ॥! // ] ” |प द 
0 हल 32 हा २... 
पड | | [42०० ०* ॥। है. 50४ (08 || 
अरर-+०१ ३७0७३ ३८-३०००नउर का; ४(६2०----ा.>ननाऋनानसननपन ७ सकल ने अन्‍यनाशपान कण 3४ फल रे तपे २० “१ “केले के नए सकल ० ४ + क-4व०न/९०-३2यणमनअफवक5-+ कट ५५३ कर टाए, ४४४३७ का 3+2वत०४ा+बक89.8. ५7%३-३३-२३५०३४०७४७५०९ ०५:०० जे 
रे 47 
! 
ा मिल ला ०] 
आर 74 । ॥ 7 रे ६ 
॥ ०] 
विलच् ल्‍४५०५००+५४९७५५५४५५५-७4+आ५७३७४७ का गह4५4++4%५५७४५५०-५००००९००५०१४८०-०७०५०० अब “पल मु2३४ कि न 





हि ! 7 | पे 
कर है ((; ए 4 का 4 +86) हे । ५ | 
न छऐ नल (तो 
! 7 | !! [ /४ ५ 
न 4०० - ४ कै. ५/०- कर... 
! #८5५ ] सी अल | | ७87 
| । | | 
7 <+ पा ॥ 
 ध्याा [स्८ ध्ण्ट्ड 
आज 2 शर कलम 2228० > मी सना ४ ४7 हे व्यसन या००2 0 >कबज+ ५ पा: मन्‍्दाधाएी। 44० वच० | ) 
!) १ न्‍ । हा ४ 
धरे. प्रा ७. ४2४ ० ७ ५ 
5० | 5 ] 5४४ | (>...] 


टिप्पणी : वास्तविक अभिकलतों सें हस ॥:ऊ्तन] ले सकते हैं, जिससे हम सान सकते हैं कि 
एलन व तथा ४स्त७- 7 हैं । 8 तथा # को इस प्रकार चुनना चाहिए कि लगभग सभी ४७ तथा 
४८ संख्यात्मक रूप से ऋसद्ा: ४; तथा ह४(5], 2,...3 9) से छोटे हों। हम आगे अनुच्छेद ॥,7 में 
सहसम्बन्ध गुर्णांक त्तिकालने में अब तक पढ़े गए सुत्रों के उपयोग को उदाहरणों की सहायता से स्पष्ट 
करंगे। 
44.6 सहसस्बन्ध गुणांक की सीमाएँ 
| अब हम दो चरों के बीच सहसम्बन्ध गु्णांक की सीमाएँ ज्ञात करेंगे तथा यह दिखायेंगे कि 
यहू --॥ तथा 4 के बीच स्थित होता है । 
यह दिखाने के लिए, हम सहसम्बन्ध गुर्णाक के सूत्र () से प्रारम्भ करते हैं । 


सहसम्पन्ध 


3/ 
हम मा] 2 रे 
तथा ए,८5)४--३ 
रखते हैं | इसलिए, 
वी 2 
परीसत  क.. पनओं)। | 
ग । 
पक _++ठ) हद । 
बा ओ। 
इसी प्रकार, [ 
7. | ( डी ) 
0७% स्+ | री | 
हि इस । | 
॥7 | ब. 
5. ८४६ | ) 
मर के | ४-58 है| |[ है 
तथा पर... ० आज मल. नम लाभ ब सा [. 
।0:560 % है। 
अब हमें निम्न प्राप्त है : 
४५ ८; /| 
| _ शे ऋमऋूुंहछ »# ए४ 25५ एफ, 
थे (०० _ ] | का [न] 
द्द्क् |! ्ः ८2 न छ्ी ह दे 4 छ 07 
ठंड | 2/7फ% # क्‍ [ ( 8)से | 


घ्- 20 “7 2॥/2% 5 270(] --/५॥) 


उपयुक्त सर्वसेंभिका (6070॥9) का बाम पक्ष # संख्याओं के वर्गों का योग है और इसलिए यह 
धनात्मक या शून्य है | 


अतः, । जंजशाफ्ट्मी 0 
अर्थात्‌, 9४! तेथा #कम्ओेीं-+! 


अर्थात, ++] ८६४७६] 

अर्थात्‌, सहसम्बन्ध गु्णांक --] तथा --। के बीच स्थित होता है । 

यदि ,५,5[ हो, ती हम कहते हैं कि ४ तथा 9 के बीच एक परिपूर्ण धनात्मक सहंसम्बन्ध है । 
यदि /,,८८ “-+] ही, तो हम कहते हैं कि ४ तथा » के बीच एक परिपुर्ण ऋणात्मक सहसम्बन्ध है । 


यदि )»,ल्‍-0 हो, तो हम कहते हैं कि दोनों चरों के बीच कोई भी सहसम्बन्ध नहीं है, अर्थात्‌, 
दोनों चर असहसम्बन्धी हैं । 


यदि »., > 0 हो, तो हम कहते हैं कि सहसम्बत्ध धतात्मक (सीधा) है। 
यदि #»/ 0 हो, तो हम कहते हैं कि सहसम्बन्ध ऋणात्मक (उल्टा) है। 
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4,7 हल उदाहरण 
उदाहरण ॥ : 20 विद्यार्थियों के भौतिकी तथा गणित में प्राप्तांकों (25 में से) का बटन निम्न है: 












































3 32 पे न लक ै 
| | कर | 
भौतिकी में प्राप्तांक ॥8/20|[।20 5।[3॥] हे 7/20 ० ;। 5|6|20 का 2[|| ” [2 
बा शा के शहद कही के के है 
गणित में प्राप्तांक [<|23|] पा 7[8|6[7 बा 29[25।]68]9।23।25।25|24 कह || 


















































_ एक प्रकीर्ण आरेख खींचिए तथा भौतिकी और गणित में प्राप्त पए्रप्फण सूप अक्षर पया मतिकी ओर गणित में प्राप्त अंकों के बीच सहसम्बन्ध का के बीच सहसम्बन्ध का एक 
दीजिए । 
दम को, समकोणिक निर्देशांक क्षक्षों का प्रयोग करते हुए सभी 20 विद्यार्थियों के लिए, कऋमित 
युग्मों (8, 2/), (20, 23),.. इत्यादि को आलिेखित करें जैसाकि आक्ृति 4[,5 में दिखाया गया है । 
क्योंकि बिन्दुओं का आलेख ठीक एक रेखा है और उसकी प्रवृत्ति ऊपर की ओर जाने को है, अतः दिए 
गए 'आँकड़े 20 विद्यार्थियों द्वारा भौतिकी तथा गणित में प्राप्त अंकों के बीच एक परिपुर्ण घनात्मक 
सहसम्बन्ध प्रदर्शित करते हैं । 
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ज्ण्य्. जय आया. कमर आंधी. अमकि' 


गणित में प्राप्तांक 
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ड् 
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रे 

अमान. ऑिाम_- अंगानाा#.. आनाक+त व्यतट ऑखितः. सेकसी. जा. [2थ++.. सीमा... प्री: यु 
| 
|| 
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संशाकत. जय... जा... जश्न. उसके सुकमा. आर. कलर... सीमिशम.. पंशाआए.. आधा. गंनिका.. आवक. बाधाओं. ऑीआाम. फीमम>. आये. ऑिकाक. 
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() ॥ ११ ।3 ॥६ ।5 8 )7 ।8 ।9 २0 2) ?? 
भोतिकी में प्राप्तांक 
आकृति 4.5 


सहसम्भस्य 
39 


उदाहरण 2 : किसी विशेष दुकान में किसी महीने के पहले 0 दिनों में, आलुभों के मुल्य व. उनकी 
बिक्की वो आंकड़े सीचे दिये गये 

















महीने का दिन आओ! ओके महक मेल जे के सह द्सरा पॉचिबाँ। छठा 








तीसर था 











पातवॉजाद' नोवाँ 


द्सूवाँ 






































पंस प्रति किलोग्राम की | 
में आलुओं का मुल्य 60 | 65 | 65 | 70 | 55 | 75 | 80 | 85 | 90 [00 
किलोग्राम में आलुओं । १ जा आल मल मिल आह का! जन 
मै ५ 8 ५ & . 
की व्रिक्ी [20 [25 |20 [क्‍0 |05 [00 |00 | 90 | 80. [ 60 














ही 


एक प्रवीर्ण आरेख खीचिए तथा आलुओं के मूल्यों और बिक्री के बीच सहसम्तरस्थ का अनुमान 
लगाडाए । 
हुल : आइये समकोणिक निर्देशांक अक्षों को लेकर सभी 0 दिनों के लिए क्रमित युग्मों (60, ।20) 
(65, 25) , इत्यादि को आलेखित करे जैसा कि आकृति ।.6 में दिखाया गया है| 


॒ै 


आ | “+० ४“ + 
)09 अटार आग कई 087 कक । 





षट | 
० ही हित लक लव | 
20 । | ६$ ' |) । दे 
। [ $ ऐ 
रिनिसर ही] सम्म करी, आम जलन आहत ऑऋ तक (2) 
6५ हम + 


मिनी लत मम डर अकाल ५ 5.५ लत पक (लि: |04. ध्णी शिशम  च मम रबर बिछ4 99 


() 60 6५ 70 79 80 89 9095 )09  % 
पैसे प्रति किलोग्राम में आलुओं के मुल्य 
आक्षति 4.6 


बयोकि बिन्दु लगभग एक रेखा के आस-पास जमी होते हैं तथा नीचे की ओर जाते की भर वृत्ति 
दर्शाते हैं, इसलिए दिए हुए अकिड़ अधिक मात्रा का एक ऋणात्मक सहंसम्बन्ध प्र्दशित करते हैं। इस 
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प्रकार, हम आँकड़ों तथा प्रकीर्ण आरेख से यह कह सकते हैं कि जैसे-जैसे आलुओं के मूल्य बढ़ते जाते हैं, 
उनकी बिक्री घटती जाती है। 
| 


उदाहरण 3 : निम्नलिखित आँकड़ों के लिए सहसम्बन्ध गुणाक परिकलित कीजिए : 


हल : यहां » तथा » के मान अधिक बड़ी संझ्याएँ नहीं हैं, इसलिए इस प्रदन को हम अनुच्छेद ,4 के 
सूत्र ([) की सहायता से सीधा हल करेंगे। हम निम्नलिखित सारणी बनाते हैं : 


४ |स्‍2 ।47] | 0 | 9 8 है 90 । 9) * 3 थ 









































9 | 8 | क9 | 47 [| 76 | 74 | 45 | 43 | 7]| 42 | 4| 2 






































१+०पावाकक"%-क७-क ०१% ए+पर मप्र पक 


बड... कनाओं. हऋ--35 (आज) (आज)?! (7-४) (&-3) 

















[2 8 5.5 4 30.25 [6 22.0 
[[ ]9 4.5 5 20.25 25 22,5 
[0 [7 3.5 ६ 2.25 9 0.5 
9 6 2.5 2 6.25 4 5.0 
हा ]4 .5 0 2.25 0 0.0 
है; [5 0.5 ] 0.25 | 0.5 
6 [4 अर 5- 0.25 ॥ 0.5 
5 ][ “5 --३ 2,25 9 4.5 
4 [00 सी ले पल) 6.25 4 5.0 
3 .. स्यशओी, सलट 2.25 9 . 0.5 
2 0): >> . >न्‍ह) 20.25 4 9.0 
[ )0 5.5 -_--4 30.25 [6 22.0 
७०578 ४४०568 43,00 98 2.0 
१7८5।2 
' इसलिए, # च््नताः 5 तथा अम्मा रा 4,0 


सहसम्वन्ध [4 
० + (४-7) ४३४) (७४---5) 


७५ नारे 


एक कत 
यनाक+-3 शत 3-3३ मम «० 


| 07 ०4 ६ थैह 


.. १[2.0 _[2.000 
बब्घ-. क० 7 कररकसनन नल ने +-++नन-नननन-_ मनन पी ३७-क+० ३५५५५.» मरमनणक, यालकक्णर 423394903030308....> .,-++ननयाक-+नननआक, 
2< 3.45» 2, 86. वा5ह.उठव 


व्यान दीजिए कि सारणी के पहले दो स्तस्श्रों (०००४) में दिए 57 तथा 9 के मानों से 
पहले हमने ५ तथा ;परिकलित किए हैं और फिर अन्य स्तस्मों के लिए भान ज्ञात किए हैं। 


उदाहरण 4 : वैकल्पिक सूच की सहायता से उदाहरण 3 की सारणी 


में दिए गए » तथा » के मानों के 
बीच सहसम्बन्ध गुणांक ज्ञात कीजिए । | 








हल : 

तू आया 33 मकर लत शक शनि दर ट निकल मिट कि तिल शशि किट 
हक है हु व्प्म्मे नी ४४0, --5 #्टै 9,४ ;;7५ 
2 8 5 हद 25. 9 5 
!] ]9 4 4 86 . 6 ]6 
[0 [7 3 2 9 4 6 
9 !6 है ] 4 2 
8 [4 ] कक । [न 
7 [5 0 0 0 0 0 
6 3 “+] --2, [ 4 2 
5 [] “2 “4 4. १6 
हि [2 --3 म्क 9 9 
5 [] “- --4 ]6. 6 ]6 
2 [2 के. सी 25... 9 [5 
| (0) 6 >> 36. 25 30 

७७६७:७:६-३:७०४४ ३ >४ ४४: 2707: 7 कप ऐ पर 5 0. पद 6 6 हर ।8 


कध 


(2204 आया: 22/ विवि 
| ाइबनएओ फ्रकए-लोीकि 
]2» ]]8--(--6)(--2) 


ढक अत २०२७० ५. 


गणित 


42 
[46--72 ___(344 
तन जातक 36735 744 ४76 470 
]344 
“7 [420.57 
--+ 0.95 


प्रहनावली 4,4 
. किन्हीं 5 दिन की वर्षा के समय बरसातियों की बिक्री के आँकड़े नीचे दिए गए हैं : 

































































दिनों की संख्या |] |2[3|4| 5 |[6(7[8| 9 0 !! | 2 । 3 | [4 439 
मम मम नल न 

मि० मी० में वर्षा के ७ 6। 20 |2[ 8 | 9| 2] 2 | 4 | 6 । [४ | 7 | [[ 

अचीग बरस तियों हक - रे ! ही, ; 

की संख्या 30 [55 8085 [05 न दे []0| 5 | 25 | 85 95 | 40) | 60 





























इसका एक प्रकीर्ण आरेख खींचिये तथा वर्षा तथा बरसातियों की बिक्री के बीच सम्बन्ध की 
व्याख्या करते का प्रयत्न कीजिए । 


2, दो चरों & तथा » के युग्मों के मान तीचे दिए गए हैं : 


2 2 4 3 6 6 0 + दे 








कह 




















नरीफक्‍लननन+ 


6 8 | 4 8४ | १2 





>! > 5 । 9 
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6 6 























इसका एक प्रकीर्ण जारेख खींचिए तथा » और » के बीच सहसम्बन्ध की व्यास्था की जिए | 
_ 3. पतियों तथा पत्नियों की आयु से सम्बन्धित आँकड़े निम्नलिखित हैं : 






























































जोड़े की । क्‍ 
आप सैख्यां 2, 3 4 5 (0! है ३! ) [[) 
पति की आयु । हक | 
( वश के ) 22 38 डे 40) &() । 0() 50) 50 श्र । हे 
अल जिम 3 लेप कलम. पक लक  जक | 00० ६८ 25 |) 
पत्नी की आय । । | 
५ -.. >४।| ?१(] 35 0 ४ ; < ः | । 
( वर्षो में ) कै | 20 े 30 40 | 45 0) हे हैं है ( 








एक प्रकीर्ण आरेख खींचिए त्ृथा उससे परिणाम की व्याख्या कीजिए । 


सहसम्बन्ध पि 


4. वर्षा तथा किसी खेत के लिए प्रति एकड़ गेहूँ की पैदावार निम्त है : 
































वर्षा 
(सें० मी० में) | “? | 3 32 [40 [43 | |30 |35 | 50 | 25 
गेहें की पैदावार 
(क्विटल में) 20 |50 |45 | [00 |20 | 46 ([455 |20 (40 ॥30 


























एक प्रकीर्ण आरेख खींचिए तथा वर्षा एवं गेहूँ की पैदावार के बीच सम्बन्ध की व्याख्या 
कीजिए | 


5, 20 विद्याथियों की आयु तथा लम्बाइयों के आँकड़े नीचे दिए गए हैं : 





निजात अमल मंशा “भार; )॥))४“भ४ा २ ए७७७७७॥४७७७ए""शएएए 




















। 
विद्यार्थी की क्रम संख्या | आयु (वर्षों में) लम्बाई (सें० मी० में) 

कण | आइएकोन्‍) | बाई! न्ओ) 
] ]0 50 

2 !2 50 

) 4 50 

4 ]] 45 

5 3 40 

6 8 क्‍ 50 

हैँ 6 50 

8 7 ]80 

9 5. _ 60 
[() 43 ]45 
[| 4 50 
(2 2 ... 35 
3 3 क्‍ 890. 
]/ )2 ]40 
री आल मे 5 3 450 
१6 4 60 
१ 6 60 


[355 


फरम्बनपिसिलाशापानमापु मरना मााशाएणधपाक:परफ नम रएक 


एक प्रकीर्ण आरेख खींचिए तथा इन विद्यारथियों की आयु एवं लम्बाइयों के बीच सम्बन्ध 
की व्याख्या कीजिए | 
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के आस 2 नननननाादिजजीणनण०ओओनननभीीन 
डे हे 5 8 7 9 0 दे 
> 5 |3| 4 | 7स,.8 7 ।| 6 9 62 
४ तथा 9» के बीच सहसम्बन्ध गुणांक परिकलित कीजिए । 
7. नीचे दिए गए आँकड़ों से, दो परीक्षाओं के प्राप्तांकों के बीच सहसम्बनस्ध गुणांक परिकलित 
' कीजिए : 
४ व आधा 
हि। 8 | 77 6 | 5 | 74 | 4 | !3 | ॥3 | ॥3 | 2 [2 | 4 | 0 | 0 
४ 
बा 
-&| 0 [ 72 | 8 | 40 | 7 0 6 | 8 | 7॥।॥ 64 5$| 5 6 4 





8. ऊपर दिए गए प्रइेन | का सहसम्बन्ध गरूणांक परिकलित वीजिए तथा प्रकीर्ण आरेख द्वारा 
की गईं व्याख्या की पुष्टि कीजिए । _ 


9, ऊपर दिए गए प्रदन 3 का सहसम्बन्ध गुणांक परिकलित कीजिए तथा प्रकीर्ण आरेख द्वारा 
की गई व्याख्या की पुष्टि कीजिए । 


0, नीचे दिए गए आँकड़ों के लिए £ और » के बीच सहसम्बन्ध गणांक परिकलित कीजिए ; 








| 
[0 74 (2 [6 | [24 [8 


8 0 




















]2 | 9 [2 [4 











| ५ थी लन्ड टिलनकनन+ १०३५ 4333-937+-- 3-ेोेगगो)ो)२+२१+-२ ५७० सास लत +ञ+स तक +>9+9+>+++>++------मम पाना ५५७५+७+ैन६५५+५+9नमम3+ 33 ५) 339५७+५+-ननन+ 3; ननमन-फैनप-+मा कैम 73 + “प#+९:५-० कक) “लग आलम प्ामअ« #ककक फम॥»3«. परम. #४०4०००५+०म००० नमक ९ कक कराए: करवा य.प्र०११ गा ,॥५ ३: 5;७७+ $+सकठैनन्‍ था 333. "कक बे रद तक. 


6 न [0 ] 04+ ॥| 
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7 6 74 40 | [४ 3 



































8], एक कक्षा में 0 विद्यार्थियों द्वारा अंग्रेजी तथा हिन्दी में प्राप्त निम्नलिखित स्थानों 
(025) के बीच सहसम्बन्ध गुणांक परिकलित कीजिए : 





अललेनतेला 


























अंग्रेजी भें प्राप्त 
लि हक 4 | 5 66 7| 8 | १ | 0 
हिन्दी में प्राप्त कक आए आए आए आक हल 
'स्थान 3 | 0| 5 ]| 2 | 9 4 8 ० । 6 























सहसाक्राव 


2. विम्तलिखित आँकड़ों के लिए सहसम्बन्ध गुणांक परिकलित कीजिएं : 


वस्तुओं की पूति मृह्य 
80 45 
8? 40 
00 30 
9] ]॥7 
8१ . ]33 
85 [27 
89 !5 
96 95. 
9] - 00 


03, निम्तलिखित स्थितियों में ४ तथा 9 के बीच सहसस्वन्ध गुणांक ज्ञात कीजिए : 


(!) 





45 


परिशिष्द 


सारणी 
प्रसामान्य प्राधिकता चक 


८ 
#(7)55 | ६(/)४7 
"(0 


के अन्तर्गत क्षेत्रफल 
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